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第 过 
绪论 


主要 讲述 结构 的 定义 及 分 类 、 结 构 力 学 的 研究 任务 、 结 构 的 计算 简 图 、 杆 件 结构 的 分 类 、 和 荷载 的 分 
类 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 : 

(1) 掌握 结构 计算 简 图 的 简化 要 点 。 

(2) 掌握 杆 件 结构 和 荷载 分 类 方法 

G) 理解 结构 、 计 算 简 图 、 结 点 、 支 座 、 荷 载 的 概念 。 

(4) 了 解 结构 力学 的 研究 任务 。 
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能 力 要 求 一 
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2 基本 概念 


结构 、 计 算 简 图 、 结 点 、 支 座 、 荷 载 。 





Ds 


在 人 类 发 展 历程 中 ， 供 人 类 生产 、 生 活 的 建筑 结构 形式 多 种 多 样 ， 法 国 的 埃菲尔 铁塔 ,中国 的 万 里 
长 城 、 三 峡 大 坝 、 香 港 的 青 马 大 桥 ， 无 不 体现 了 结构 设计 的 重要 成 果 和 优越 性 能 。 结 构 力 学 作为 一 门 独 
立 的 学 科 ， 其 研究 内 容 相当 广泛 和 深入 ， 在 土木 工程 专业 的 学 习 中 发 挥 着 承上启下 的 重要 作用 。 





| 1.1 结构 力学 的 研究 对 象 和 任务 





在 土木 工程 中 ， 由 建筑 材料 按照 一 定 的 方式 组 成 并 能 够 承受 荷载 作用 的 物体 或 体系 ， 
称 为 工程 结构 ， 简 称 结构 。 屋 架 、 梁 、 板 、 柱 、 桥 梁 、 隧 道 、 塔 架 、 挡 土 墙 、 水 池 、 水 坝 
等 都 是 结构 的 典型 例子 ， 如 图 1. 1 所 示 。 








(O 中 国 国家 大 剧院 
图 1.1 -工程 结构 实例 


结构 按 其 几何 特征 ， 可 以 分 为 以 下 三 类 。 


d 1. 杆 件 结构 
€———— 
n 党 指 由 杆 件 或 若干 杆 件 相互 连接 组 成 的 结构 ， 如 图 1. 2 所 示 。 


图 1.2 杆 件 结构 杆 件 的 几何 特征 是 长 度 尺寸 1 远大 于 截面 宽度 5b 和 厚度 h。 本 书 
讨论 的 粱 、 拱 、 杭 架 、 刚 架 都 是 杆 件 结构 。 
2. 板 沈 结构 ( 薄 壁 结构) 
指 由 薄板 或 薄 壳 组 成 的 结构 ， 如 图 1.3、 图 1.4 所 示 。 板 过 结构 的 几何 特征 是 厚度 有 
远 小 于 长 度 尺寸 ! 和 截面 宽度 0。 


— / 


(a) 平板 (b) 壳 体 结构 
图 1.3 RRAK 





结论 


3. 实体 结构 K... 


如 图 1.4 所 示 ， 实 体 结构 的 几何 特征 是 三 个 方向 的 尺寸 / 
b, h KEW. WAREM. 

结构 力学 的 任务 包括 以 下 三 个 方面 : 

(1) 研究 结构 的 组 成 规则 和 合理 形式 等 问题 ; 2 i 

(2) 研究 结构 在 外 界 因素 (如 荷载 、 温 度 变化 及 支 座 移动 ) 的 。 ”图 1.4 实体 结构 
影响 下 ,结构 的 反 力 、 内 力 和 位 移 的 计算 原理 和 方法 ; 

(3) 研究 结构 的 稳定 性 ， 以 保证 其 不 会 失 稳 破坏 ， 如 分 析 讨 论 柱子 细 长 状态 以 及 在 动 
力 荷载 作用 下 的 结构 反应 。 


| 1. 2 结构 的 计算 简 图 


1.2.1 计算 简 图 


常 对 结构 加 以 简化 ， 略 去 一 些 次 要 细节 ， 用 一 个 简化 的 图 形 来 代替 实际 
结构 。 这 种 代替 实际 结构 的 简化 图 形 ， 称 为 结构 的 计算 简 图 。 计算 简 图 的 选择 原则 是 ， 
(1) 能 反映 实际 结构 的 主要 受 力 和 变形 性 能 ; 
(2) 保留 主要 因素 ， 略 去 次 要 因素 ， 使 相关 内 容 便于 计算 。 


实际 研究 中 ， 










1.2.2 杆 件 及 结 点 的 简化 与 分 类 


杆 件 的 截面 尺 才 通常 比 杆 件 长 度 小 得 多 ， 其 截面 变形 符合 平 截面 假设 。 截 面 上 的 应 力 
可 根据 截面 的 内 力 来 确定 ， 截 面 上 的 变形 也 可 根据 轴线 上 的 应 变 分 量 来 确定 。 因 此 ， 在 计 
算 简 图 中 ， 杆 件 用 其 轴线 来 表示 ， 杆 件 之 间 的 连接 用 结 点 表示 . 杆 长 用 结 点 间 的 距离 表 
示 ， 和 荷载 的 作用 点 转移 到 轴线 上 。 

结 点 通常 可 简化 为 以 下 两 种 理想 情形 。 

1. 4⁄5. 

EEEE AMAER RET e. 被 连接 的 杆 件 在 结 点 处 不 能 相对 移动 ,但 可 绕 该 点 自由 转动 ; 
在 铵 结 点 处 可 以 承受 和 传递 力 ， 但 不 能 承受 和 传递 力矩 。 图 1. 5(a) 所 示 为 木屋 架 结 点 ， 其 








(a) 实际 情况 (b) 计算 简 图 
图 1.5 木屋 架 结 点 
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计算 简 图 如 图 1. 5(b) 所 示 。 钢 枯 架 的 结 点 是 通过 结 点 板 把 各 杆 件 焊接 在 一 起 ， 各 杆 端 不 
能 相对 转动 ， 各 杆 主 要 承受 轴 力 ， 如 图 1.6(a) 所 示 ， 计 算 时 简化 为 图 1.6(b) B B gë 
结 点 。 


2. 刚 结 点 


刚 结 点 的 特点 是 : 被 连接 的 杆 件 在 结 点 处 不 能 相对 移动 ， 也 不 能 相对 转动 ; 在 刚 结 点 
处 既 可 以 传递 力 ， 也 可 以 传递 力矩 。 钢 筋 混凝土 框架 梁 柱 结 点 ， 由 于 梁 和 柱 之 间 的 钢筋 布 
曾 及 混凝土 将 它们 洲 筑 成 为 整体 ， 通常 可 简化 为 一 刚 结 点 ， 如 图 1. 7 所 示 。 








SS š 
(b) 计算 简 图 (a) 实际 情况 (b) 计算 简 图 
1.6 钢 术 架 结 点 1.7 钢筋 混凝土 梁 柱 结 点 


1.2.3 支 座 的 简化 与 分 类 


将 结构 与 基础 连接 起 来 以 固定 结构 位 置 的 装置 ， 即 为 支 座 。 根 据 支 座 的 构造 和 所 起 作 
用 的 不 同 , 平面 结构 的 支 座 二 般 可 以 简化 为 以 下 四 种 情况 。 
1. ERÈ 


这 种 支 座 的 构造 如 图 1. 8O BT s. CRVA RJ (E CORA SSE A 转动 和 沿 平行 于 支承 
平面 一 m 的 方向 移动 ,但 A 点 不 能 沿 垂直 于 支承 面 的 方向 移动 。 当 不 考虑 摩擦 力 时 ， 这 
种 支 座 的 反 力 下, 将 通过 匀 A 的 中 心 并 与 支承 平面 m 一 m 垂直 ， 即 反 力 的 作用 点 和 方向 都 是 
确定 的 ， 只 有 它 的 大 小 是 一 个 未 知 量 。 根 据 活动 铵 支 座 的 位 移 和 受 力 特 点 ， 其 计算 简 图 如 
图 1.8(b) 所 示 ， 此 时 结构 可 绕 贸 A 转动 ， 链 杆 又 可 绕 B 点 转动 ; 支 座 反 力 如 图 1. 8(c) 所 示 。 





m 





(b) 计算 简 图 (c) RHA 
图 1.8 ADRE 


2. B k 2 Ë 


这 种 支 座 的 构造 如 图 1. 9(a) 所 示 ，, 它 容许 结构 在 支承 处 绕 匀 A 转动 ， 但 是 却 不 能 作 
水 平 运动 和 竖 向 移动 支 座 反 力 将 通过 铵 链 中 心 ， 但 其 大 小 和 方向 都 是 未 知 的 。 计 算 简 图 
如 图 1. 9(b) 所 示 ， 支 座 反 力 可 以 用 图 1. 9(c) 所 示 的 沿 着 两 个 确定 方向 的 反 力 Fw 和 Fh, 来 
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(a) 构造 简 图 (b) 计算 简 图 (中 反 力图 
图 1.9 AERE 


3. 国定 支 座 


这 种 支 座 的 构造 如 图 1. 10(a) 所 示 ， 不 容许 结构 发 生 任何 转动 和 位 移 ; 它 的 反 力 的 大 
小 、 方 向 和 作用 点 都 是 未 知 的， 因此 可 以 用 水 平反 力 、 坚 向 反 力 和 力 偶 矩 来 表示 。 其 计算 
简 图 和 反 力 图 如 图 1.10 (b), (OR. 


(a) 构造 简 图 (b) 计算 简 图 (c) 反 力图 
1.10 -固定 支 座 












































4. 定向 支 座 

这 种 支 座 的 构造 如 图 1. 11(a) 所 示 , 又 称 滑动 支 座 ,结构 在 支承 处 不 能 转动 ， 不 能 沿 
垂直 于 支承 面 的 方向 移动 ， 但 可 以 沿 支承 面 方向 滑动 。 其 计算 简 图 可 以 用 垂直 于 支承 面 的 
两 根 平行 链 杆 来 表示 ， 甚 反 力 为 一 个 垂直 于 支承 面 的 力 和 一 个 力 偶 ， 如 图 1.11 (b). Co) 
所 示 。 





M. 
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(a) 构造 简 图 (b) 计算 简 图 (e) 反 力图 
图 1.11 滑动 支 座 


1.2.4 材料 性 质 的 简化 





土木 工程 中 常用 的 材料 ， 主 要 包括 钢 、 混 凝 土 、 砖 、 石 、 木 材 等 。 为 了 简化 计算 ,对 
组 成 构件 的 材料 一 般 都 假设 其 为 均匀 、 连 续 、 各 向 同性 、 完 全 弹性 或 弹 塑性 。 这 种 假定 对 
钢 等 金属 材料 是 符合 实际 情况 的 ,但 是 对 混凝土 、 砖 、 石 、 木 材 等 材料 就 带 有 一 定 程度 的 
近似 性 ， 应 用 这 些 假设 时 应 有 所 注意 。 




















1.2.5 结构 计算 简 图 示例 





以 单 层 厂 房屋 架 为 例 来 讨论 计算 简 图 。 屋 架 的 计算 简 图 一 般 做 如 下 的 简化 : 
(1) 屋 架 的 杆 件 用 其 轴线 表示 ; 








(2) 屋 架 杆 件 之 间 的 连接 简化 为 铵 结 点 

G) 屋 架 的 两 端 通过 钢板 焊接 在 柱 顶 ， 可 将 其 端点 分 别 简化 为 固定 铵 支 座 和 活动 鲍 
支 座 ; 

(4) 屋面 荷载 通过 屋面 板 的 四 个 角 点 以 集中 力 的 形式 作用 在 屋 架 的 上 弦 上 。 

图 1. 12(a) 所 示 厂 房 结 构 是 一 系列 由 屋 架 、 柱 、 基 础 及 屋面 板 等 纵向 构件 连接 组 成 的 
空间 结构 。 作 用 在 厂房 上 的 荷载 ， 通 常 沿 纵向 均匀 分 布 。 因 此 ， 可 以 从 这 个 空间 结构 中 取 
出 柱 间距 中 线 之 间 的 部 分 作为 计算 单元 ;作用 在 结构 上 的 荷载 ， 则 通过 纵向 构件 分 配 到 各 
计算 单元 平面 内 。 在 计算 单元 中 ， 和 荷载 和 杆 件 都 在 同一 平面 内 ， 这 样 就 把 一 个 空间 结构 分 
解 成 为 平面 结构 了 ， 如 图 1. 12(b) 所 示 。 通 过 以 上 简化 ， 就 可 以 得 到 单 层 厂房 屋 架 结构 在 
竖 向 荷载 作用 下 的 计算 简 图 ， 如 图 1. 12(c) 所 示 。 
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(a) 单 层 厂 房屋 架 (c) 计算 简 图 
图 1. 12、 单 层 厂 房屋 架 结 构 的 计算 简 图 


| 1.3 杆 件 结构 的 分 类 


结构 力学 的 研究 对 象 主要 为 平面 杆 件 结构 。 按 照 受 力 特点 ,实际 工程 中 的 杆 件 结构 又 
分 为 以 下 类 卉 ， 


1. 梁 


梁 是 一 种 受 弯 构 件 ， 轴 线 通 常 为 直线 ,在 竖 向 荷载 作用 下 无 水 平 支 座 反 力 ， 可 以 是 单 
跨 的 ， 如 图 1.13(a)、(b) 所 示 ， 也 可 以 是 多 跨 的 ， 如 图 1. 13(c)、(d) 所 示 。 




















(a) HEIER (b) 单 跨 超 静 定 梁 
a G sk 
(c) 多 跨 静 定 梁 (d) 多 跨 连 续 梁 
图 1.13 梁 


2. 拱 


拱 的 轴线 为 曲线 ,在 竖 向 荷载 作用 下 产生 水 平 推力 ， 这 种 水 平 推力 将 使 拱 内 弯 矩 远 小 
于 跨度 和 支承 情况 相同 的 梁 的 弯 矩 ， 如 图 1. 14 BUR, 
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(a) eak (b) EERIE 
图 1.14 拱 
3. 刚 架 
刚 架 是 由 梁 和 柱 组 成 的 结构 ， 具 有 刚 结 点 ， 如 
图 1.15 所 示 。 刚 架 各 杆 件 承受 弯 矩 、 剪 力 和 轴 力 ， — L paS 
Joh25 E B: B| J E 304 JJ, (a) 单 跨 刚 架 (b) 多 跨 刚 架 


LAR B115 刚 架 


析 架 是 由 若干 直 杆 在 两 端 经 铵 链 铵 接 而 成 的 结 
构 ， 如 图 1.16 所 示 。 各 杆 的 轴线 都 是 直线 ， 当 只 受到 作用 于 结 点 的 荷载 时 ， 各 杆 只 产生 


轴 力 。 
Q < ° ° ° 
¿DESSINS 
I (a) ° (b) i 


图 1.16 HR 





5. 组 合 结构 


组 合 结构 是 由 析 架 、 梁 或 刚 架 组 合 而 成 的 结构 ， 如 图 1. 17 所 示 。 其 中 含有 组 合 的 特 
， 即 有 些 构 件 只 承受 轴 力 ， 有些 杆 件 同 时 承受 弯 矩 、 剪 力 和 轴 力 。 


(a) (b) 


1.17 组 合 结构 


Ar 


挂 于 塔 、 柱 上 的 缆 索 ， 索 只 受 轴 向 拉力 ， 可 以 充分 发 挥 钢材 的 强 
[以 跨越 连接 很 大 的 跨度 ， 如 悬索桥 、 斜 拉 桥 等 ， 如 图 1.18 所 示 。 






































图 1.18 BRAH 
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根据 杆 件 结构 的 计算 特点 ， 可 分 为 静 定 结构 和 超 静 定 结构 两 大 类 。 

(1) 静 定 结构 : 凡 用 静 力 平衡 条 件 可 以 确定 全 部 支 座 反 力 和 内 力 的 结构 称 为 静 定 结 
构 ， 如 图 1.13(a) 、(c) 所 示 。 

(2) 超 静 定 结构 : 凡 不 能 用 静 力 平衡 条 件 确 定 全 部 支 座 反 力 和 内 力 的 结构 称 为 超 静 
定 结构 , 如 图 1. 13(b)、(d) 所 示 。 


| 1. 4 荷载 的 分 类 


荷载 是 指 结构 所 承受 的 外 力 ， 如 结构 的 自重 、 地 震 荷载 、 风 荷载 等 。 和 荷载 可 作 以 下 
分 类 。 

(1) 按 其 作用 在 建筑 物 上 时 间 的 长 短 ， 荷 载 可 分 为 : 

O 恒 荷 载 。 长 期 作用 在 结构 上 的 不 变 荷载 ， 如 结构 的 自重 ,永久 设备 、 土 的 重力 等 。 

© 活 荷 载 。 在 建筑 物 施工 和 使 用 期 间 暂 时 作用 在 结构 上 的 可 变 荷 载 ， 如 车 辆 荷载 、 
风 和 荷载 、 雪 荷载 等 。 

(2) 按 其 作用 位 置 的 变化 情况 ， 荷 载 可 分 为 

@ 固定 荷载 。 恒 荷载 和 大 部 分 活 荷 载 ;| 其 在 结构 上 的 作用 位 置 可 以 认为 是 固定 的 ， 
如 结构 自重 、 风 荷载 和 雪 荷 载 等 。 

© 移动 荷载 。 有 些 荷 载 在 结构 上 的 作用 位 置 是 移动 的 ， 如 列车 荷载 和 吊车 荷载 等 。 

(3) 按 其 作用 在 结构 上 的 性 质 ， 荷 载 可 分 为 

O 静 力 荷载 。 静 力 荷 载 的 大 小 、 方 向 和 位 置 不 随时 间 变 化 或 变化 极为 缓慢 ， 不 会 使 
结构 产生 显著 的 振动 与 冲击 ,因而 可 略 去 惯性 为 的 影响 。 结 构 的 自重 都 是 静 力 荷载 。 

© 动力 荷载 。 动力 荷载 是 随时 间 迅 速 变 化 的 荷载 ,使 结构 产生 显著 的 振动 ， 因 而 惯 
性 力 的 影响 不 能 忽略 .> 如 地 震 荷 载 、 打 桩 机 产生 的 冲击 荷载 等 。 

(4) 按 其 作用 在 结构 上 的 范围 ， 荷 载 可 分 为 : 

O 分 布 荷载 。 分 布 作 用 在 体积 、 面 积 和 线段 上 的 荷载 ， 又 可 称 为 体 荷 载 、 面 荷载 、 
线 荷 载 。 连 续 分 布 在 结构 内 部 各 点 的 重力 属于 体 荷载 ， 而 风 荷 载 、 雪 荷载 属于 面 荷载 ， 作 
用 于 杆 件 上 的 分 布 荷载 可 视 为 线 荷载 。 

O 集中 荷载 。 荷 载 的 作用 范围 与 物体 的 尺寸 相 比 十 分 微小 ， 可 认为 集中 作用 于 一 点 。 

除 荷 载 外 ， 还 有 其 他 一 些 因 素 也 可 以 使 结构 产生 内 力 或 位 移 ， 如 温度 变化 、 支 座 沉陷 、 
制造 误差 、 材 料 收缩 以 及 松弛 、 徐 变 等 。 从 广义 上 来 说 ， 这 些 因素 也 可 视 为 某 种 荷载 。 















































本 章 讲述 了 结构 的 定义 及 分 类 、 结 构 力 学 的 研究 任务 、 结 构 的 计算 简 图 、 杆 件 结构 的 
分 类 及 荷载 分 类 。 从 基本 概念 和 人手， 分 析 如 何 对 实际 结构 进行 简化 ， 要 点 是 突出 原 结构 最 
基本 、 最 主要 的 受 力 特征 和 变形 特点 ， 完 成 杆 件 简化 、 结 点 简化 、 支 座 简 化 ， 最 后 得 到 结 
构 的 计算 简 图 。 

本 章 的 重点 是 合理 选取 结构 的 计算 简 图 ， 掌握 实际 工程 中 杆 件 结构 和 荷载 的 分 类 。 


=E 绪 论 


1.1 什么 是 结构 的 计算 简 图 ? 它 与 实际 结构 有 什么 不 同 ? 为 什么 要 将 实际 结构 简化 
为 计算 简 图 ? 

1.2 平面 杆 件 结构 的 支 座 有 哪 几 种 类 型 ? 各 种 支 座 类 型 有 什么 特点 ? 

1.3 平面 杆 件 结构 的 结 点 有 哪儿 种 类 型 ? 各 种 结 点 类 型 有 什么 特点 ? 
1.4 常见 的 结构 有 哪 几 种 类 型 ? 
1.5 作用 在 结构 上 的 荷载 可 以 分 为 哪 几 类 ? 








第 公章 


平面 体系 的 几何 组 成 分 析 


人 ) 


本 章 主 要 从 几何 构造 的 角度 探讨 平面 杆 件 结构 体系 的 组 成 规律 及 几何 组 成 分 析 方法 ， 通 过 本 章 的 学 


J, 应 达到 以 下 目标 : 


(1) 理解 几何 不 变 、 几 何 可 变 和 瞬 变 体系 ,理解 刚 片 、 约 束 等 概念 ; 
(2) 掌握 平面 体系 的 自由 度 的 定义 与 计算 方法 
(3) 掌握 运用 几何 不 变 体系 的 组 成 规律 对 平面 体系 进行 几何 构造 的 分 析 方 法 。 








C AFER ) 
知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
人 (1) 几何 不 变 体系 、 几 何 可 变 体系 ; 
基本 概念 ¿tan OO MARKA 504. 
G 尝 所 自由 度 、 约 来 等 概念 (3) 自由 度 、 约 束 、 刚 片 
(1) 掌握 计算 自由 度 点 实际 自由 度 
计算 自由 度 的 计算 ; (1) 平面 体系 的 计算 自由 度 


(2) 掌握 自由 度 与 平面 体系 判定 的 
联系 


(2) 计算 自由 度 与 几何 组 成 的 关系 





平面 几何 不 变 体系 
的 组 成 规律 





(1) 掌握 两 刚 片 的 连接 方式 
(2) 掌握 三 刚 片 的 连接 方式 ; 
(3) 掌握 结 点 与 刚 片 的 连接 方式 





(1) 两 刚 片 规则 ; 
(2) 三 刚 片 规则 ; 
(3) 二 元 体 规则 








za 


几何 可 变 体系 、 几 何不 变 体系 、 瞬 变 体 系 、 自 由 度 、 约 束 、 刚 片 。 





Ds 


结构 要 能 承受 各 种 可 能 的 荷载 ， 首 先 要 求 其 几何 构造 合理 ， 是 一 个 几何 形状 不 变 的 体系 。 平 面 杆 系 
结构 是 结构 的 一 种 最 基本 的 形式 ， 本 章 主要 通过 介绍 平面 构造 分 析 的 一 些 基 本 概念 、 基 本 规则 ， 从 几何 
角度 探讨 杆 系 结构 的 几何 组 成 。 
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TRE 平面 体系 的 几何 组 成 分 析 


| 2.1 几何 组 成 分 析 的 基本 概念 


2.1.1 平面 杆 件 结构 体系 的 分 类 


1. 平面 杆 件 结构 体系 的 特点 

结构 从 几何 角度 可 以 分 为 一 维 杆 件 、 二 维 平面 结构 (如 板 壳 、 薄 壁 构件 ) 和 三 维 空间 实 
体 结构 。 平面 杆 件 结构 体系 有 两 个 特点 。 

(1) 所 有 杆 件 的 轴线 在 一 个 平面 内 。 

(2) 不 考虑 材料 应 变 时 ， 各 个 杆 件 之 间 以 及 整个 结构 与 地 面 之 间 不 发 生 相 对 运动 。 

2. 平面 杆 件 结构 体系 的 类 型 

平面 杆 件 体系 可 以 分 为 以 下 几 类 。 

(1) 几何 不 变 体系 : 体系 受到 任意 荷载 作用 下 、 若 不 考虑 材料 的 应 变 ， 则 其 几何 形状 
和 位 置 能 保持 不 变 ， 如 图 2. 1(a) 所 示 。 

(2) 几何 可 变 体系 : 体系 受到 任意 荷载 作用 后 ， 即 使 不 考虑 材料 的 应 变 ， 其 几何 形 
状 、 位 蜀 也 可 变 。 它 又 包含 以 下 两 种 形式 。 

O 几何 常 变 体系 : 原 为 几何 可 变 体 系 ， 经 微小 位 移 后 仍 能 继续 发 生 刚体 运动 的 几 人 
可 变 体系 ， 如 图 2. 1(b) 所 示 z 

O 几何 瞬 变 体系 : 如 图 2.1(c) 所 示 ， 如 果 连 接 有 A 点 的 两 根 链 杆 彼此 共 线 ， 由 于 圆 弧 
L, DEA 点 相 切 所 以 A 点 可 以 沿 公 切 线 方向 做 微小 的 运动 ， 所 以 体系 是 可 变 的 ; 同 
时 ， 当 A 点 沿 公 切 线 发 生 微小 位 移 后 ， 链 杆 工 2 就 不 再 彼此 共 线 ， 因 而 体系 就 不 再 是 可 
变 的 。 这 种 本 来 是 刀 何 可 变 、 经 微小 位 移 后 又 成 为 几何 不 变 的 体系 ， 称 为 瞬 变 体系 。 

















(a) 几何 不 变 体系 (b) 几何 常 变 体系 O 几何 瞬 变 体系 
图 2.1 平面 杆 件 体系 


2.1.2 刚 片 


刚 片 是 在 平面 体系 中 不 考虑 材料 本 身 变形 的 几何 不 变 部 分 。 如 一 根 梁 、 一 根 连 杆 、 一 
个 铵 接 三 角形 、 大 地 ( 零 自由 度 的 刚 片 ) 等 都 可 以 看 成 刚 片 。 


2.1.3 自由 度 与 约束 


1. 平面 体系 的 自由 度 
来 确定 物体 或 体系 在 平面 中 的 位 置 时 所 需要 的 独立 坐标 个 数 (移动 坐标 和 转动 坐标 ) 。 
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N 
sung 
w— 





如 图 2.2 所 示 ， 平 面 坐标 系 中 一 个 动 点 A 的 变化 位 置 由 坐标 z 和 y 来 确定 ， 所 以 自 
由 度 为 2; 一 个 刚 片 的 变化 位 置 由 x、y 和 转动 角度 9 来 确定 ， 因 此 自由 度 为 3。 如 果 一 个 
平面 体系 中 有 ?个 独立 的 运动 方式 ， 这 个 体系 就 有 个 自由 度 。 














(a) 动 点 ORN 
图 2.2 自由 度 的 确定 


2. 约束 (联系 ) 

指 阻 止 或 限制 体系 运动 的 装置 ; 凡 以 之 减少 了 一 个 自由 度 的 装置 ， 称 为 一 个 约束 ( 联 
系 )。 约 束 的 类 型 包含 以 下 几 种 : 

(1) 链 杆 : 一 根 链 杆 可 以 减少 体系 的 一 个 自由 度 % 相 当 于 一 个 约束 ， 如 图 2. 3(a) 所 示 。 

(2) FE 可 以 减少 体系 的 两 个 白 由 度 ， 相 当 于 两 个 约束 ， 即 相当 于 2 根 链 杆 的 作用 ; 2 个 
链 杆 所 起 的 约束 作用 ， 相 当 于 在 链 杆 交点 处 的 :1 个 贸 所 起 的 约束 作用 ， 如 图 2. 3(b) 所 示 。 








(a) 链 杆 (b) Mft 
图 2.3 AMAS 


(3) BE: JHWWIR66FFE4EDWW AMIR DE. KERHA WAA EE ETE Ay E 
MEZERA, BIRER. AAA Pie e AERE E h SF4r6EFOUE DR, W 2. 4 所 示 。 





Q ORED) I 1 
n l ! 
h 





(a) AMEE (b) EREE 


图 2.4 Eg 
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CEES 平面 体系 的 几何 组 成 分 析 





从 瞬时 微小 运动 来 看 ， 两 根 链 杆 所 起 的 约束 作用 相当 于 在 链 杆 交点 处 设 一 个 铵 所 起 的 
约束 作 因此 这 时 的 铵 可 称 为 瞬 匀 。 显 然 ， 在 体系 运动 的 过 程 中 ， 瞬 铵 的 位 置 随 链 杆 的 
转动 而 改变 

(4) EE; 三 个 或 三 个 以 上 刚 片 的 普通 贸 ， 称 为 复 贸 。 连 接 n 个 刚 片 的 复 铵 相当 
ee pr 2(n 一 1) 个 约束 。 图 2. 5 所 示 复 贸 相 当 于 两 个 单 贸 。 

©) 刚 结 点 : 如 图 2. 6(a) 所 示 , MI T. H = A 处 刚性 连接 成 一 个 整体 , 原来 两 个 刚 
片 在 平面 内 有 六 个 自由 度 ， 经 刚性 连接 成 整体 后 减少 了 3 个 自由 度 ， 所 以 一 个 刚 结 点 相当 
于 三 个 约束 。 同 理 ， 一 个 固定 端 支 座 [图 2. 6(b)] 相当 于 一 个 刚 结 点 ， 也 相当 于 三 个 






































刚性 连接 
o > 4 4 


(a) (b) 
图 2.5 Si 图 2.6 MAA 








xY 


(6) 必要 约束 与 多 余 约束 : 为 保持 体系 几何 不 变 必须 具有 的 约束 ， 称 为 必要 约束 。 如 
图 2.7(a) 所 示 ， 刚 片 通过 2 根 链 杆 与 大 地 相连 ， 有 1 个 自由 度 ， 为 几何 可 变 体系 。 如 果 像 
图 2.7(b) 所 示 增 加 一 个 约束 ,| 则 成 为 几何 不 变 体系 ， 这 种 能 减少 结构 自由 度 的 约束 即 为 
必要 约束 。 但 如 果 在 一 个 体系 中 增加 一 个 约束 后 , ,体系 的 自由 度 并 不 因此 而 减少 ， 则 此 约 
束 称 为 多 余 约束 ， 如 图 257(Ce) 所 示 o 


(a) I (b) | (c) 
图 2.7 必要 约束 与 多 余 约 束 
1 结构 体系 除了 必要 约束 之 外 并 无 多 余 约束 ， 则 称 为 静 定 结构 ， 可 以 由 静 力 平衡 条 件 


& 6 9 如 体系 除了 必要 约束 之 外 还 有 多 余 约束 ， 则 称 为 超 静 定 结构 ， 其 
全 部 反 力 和 内 力 并 不 能 由 静 力 平衡 条 件 唯一 确定 。 


| 2. 2 平面 体系 的 自由 度 计算 


对 于 复杂 结构 ， 很 难 直接 确定 体系 的 约束 数目 和 自由 度 情况 ， 因 此 引入 计算 自由 度 和 
实际 自由 度 的 概念 和 计算 方法 ， 以 便于 分 析 。 


1. 计算 自由 度 
d) 一 个 平面 体系 ,通常 由 若干 刚 片 彼此 铵 接 并 用 支 座 链 杆 与 基础 相连 而 成 。 若 刚 片 
数 为 m， 单 刚 结 点 数 为 5， HRR h. LERRA r. MJ H Hi EE W 满足 以 下 


13 

















/ ` 
sung 
关系 
计算 自由 度 一 自由 度 总 数 一 约 束 总 数 

即 

W=3m—(3g+2h+r) (2-1) 
式 中 , h RER ARA AENA z. A 488 P S R BERTA E I 09 E 

(2) # NE beFFIK 48. MHE HD AT ER, WA 
W=2j—(b+r) (2-2) 


zH 


FJ 


B: j 为 结 点 数 ; 5 为 杆 件 数 ; r 为 支 座 链 杆 数 。 





束 的 布置 方式 进行 几何 组 成 分 析 来 确定 。 
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2. 实际 自由 度 


实际 自由 度 为 计算 自由 度 扣除 多 余 约 束 后 的 数目 ,其 计算 公式 如 下 : 
S (实际 自由 度 ) = W (计算 自由 度 ) 一 mA( 多 余 约 束 ) 

当 体系 中 无 多 余 约束 时 ,计算 自由 度 就 等 于 实际 自由 度 。 

【 例 2-1】 求 图 2. 8 所 示 平 面体 系 的 计算 自由 度 W。 





图 2.8 92-10 


【 解 】 对 图 2.8(a), 其 区 二 5,g = 二 0, h=4, rr 二 6， 故 计算 自由 度 为 
W=3m—2h—r=3X5—2X4—6=1>0 
表明 该 体系 为 几何 可 变 。 
对 图 2.8(b), 其 j= 二 6, b=8, r= 二 4， 故 计算 自由 度 为 
W=2j—b—r=2X6—8—4=0 
表明 该 体系 具有 几何 不 变 的 必要 条 件 。 
【 例 2-2】 RA 2. 9 中 平面 体系 的 计算 自由 度 W , 


(a) (b) 


和 = $ F<: 


(c) (d) 




















FARC- DORR- 2) 计 算得 到 的 克之 0， 则 表明 结构 体系 约束 不 够 ， 体 系 一 定 属 
L 何 可 变 。 若 W 二 0， 表 明 体系 具有 几何 不 变 的 必要 条 件 ,但 是 否 儿 何不 变 还 应 根据 约 


(2-3) 


ERE 平面 体系 的 几何 组 成 分 析 


【 解 】 计算 结果 见 表 2-1. 
表 2-1 例 2-2 计 算 结 果 



































体系 几何 可 变性 约束 情况 实际 自由 度 计算 自由 度 
图 2.9(a) 几何 常 变 少 一 个 约 东 £ 1 
图 2.9(b) 几何 常 变 少 一 个 必要 约束 ， 多 一 个 竖 向 约束 1 1 
图 2.9(c) 几何 瞬 变 少 一 个 必要 约束 ， 多 一 个 水 平 约束 1 0 
图 2.9(d) 几何 不 变 没有 多 余 约束 0 0 
图 2.9(e) 几何 常 变 少 一 个 必要 约束 ， 多 两 个 竖 向 约束 1 这 
从 计算 结果 可 以 看 出 ， 体 系 的 计算 自由 度 只 能 正确 反映 约束 的 个 数 ， 并 不 能 区 分 必要 


约束 和 多 余 约束 ， 也 不 能 反映 约束 的 位 置 。 因 此 ， 当 体系 没有 多 余 约束 时 ， 计 算 自 由 度 可 
以 直接 用 来 判断 体系 的 几何 组 成 ， 有 多 余 约 束 时 则 不 能 。 














| 2. 3 平面 体系 的 几何 组 成 分 析 


Á HEE WO 只 是 体系 几何 不 变 的 必要 条 件 ， 为 了 构造 几何 不 变 体系 ， 还 需要 进一步 
分 析 几 何不 变 的 充分 条 件 。 分 析 结 构 体 系 组 成 规则 的 基本 原则 ,包括 三 刚 片 规则 、 二 刚 片 
规则 和 二 元 体 规则 。 





2.3.1 三 刚 片 规则 


三 刚 片 用 不 在 同一 直线 上 的 三 个 单 镜 两 两 匀 接 ， 则 组 成 几何 不 变 体系 ， 且 无 多 余 约 
束 。 若 这 三 个 铵 共 线 ， 则 为 瞬 变 体系 。 

如 图 2. 10(a) 所 示 ， 三 个 刚 片 AC、BC、AB 通过 不 在 同一 直线 上 的 三 个 单 匀 A、B、 
C WWE. BE BC 固定 不 动 ， 由 于 刚 片 AC、AB ri pre C. £ B 与 BC 连接 ， 因 
而 刚 片 AC 只 能 绕 C Bitez. 刚 片 AB 只 能 绕 B Bez; 而 AC. AB 又 通过 铵 A 连接 ， 
由 于 A 点 不 可 能 同时 在 两 个 不 同 的 圆 弧 上 和 运动， 从 而 可 知 三 个 刚 片 之 间 不 可 能 发 生 任何 
相对 运动 。 因 此 三 个 刚 片 AC、BC、AB 将 组 成 几何 不 变 体系 ， 且 无 多 余 约束 。 





(c) 


图 2.10 三 刚 片 规则 


推论 1: 三 刚 片 用 六 根 链 杆 两 两 相连 ， 若 三 个 瞬 铵 的 转动 中 心 不 在 同一 直线 上 ， 则 组 
成 几何 不 变 体系 ， 且 无 多 余 约束 。 
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如 图 2. 10(b) 所 示 ， 由 于 2 个 链 杆 的 作用 相当 于 一 个 匀 ， 故 只 ZAA Ta Ho 
HHL0J EZ A. B. C 不 在 同一 直线 上 ， 5 ft O, 
体系 。 

而 如 果 三 刚 片 1、2、3 用 位 于 同一 直线 上 的 三 个 单 铵 ( 实 铵 或 虚 铵 ) 两 两 相连 ， 则 其 为 
瞬 变 体系 ， 如 图 2. 10(c) 所 示 。 





2.3.2 两 刚 片 规则 


两 刚 片 用 一 个 铵 和 一 根 不 通过 此 铵 的 链 杆 相连 ， 则 组 成 几何 不 变 体系 ， 且 无 多 余 
约束 。 

如 图 2. 11(a) 所 示 ， 刚 片 AC 和 BC HE C 和 一 根 不 通过 铵 'C 的 链 杆 AB 连接 ， 因 
此 是 几何 不 变 体 系 ， 且 无 多 余 约束 。 










222 
2222 


x 
Q 3 





(a) 
2.11 两 刚 片 规则 


推论 2: 两 刚 片 用 三 根 不 全 平行 也 不 交 于 一 点 的 链 杆 相 连 ， 则 组 成 几何 不 变 体系 ， 且 
无 多 余 约束 。 

如 图 2. 11C6b) 所 示 ， 刚 片 了 、 了 通过 a、5、AC 这 三 根 不 全 平行 也 不 交 于 一 点 的 链 杆 
相连 , a、b、AC 三 根 链 杆 等 效 于 铵 刀 和 链 杆 AC， 由 于 链 杆 AC 不 通过 匀 B， 因 此 该 体系 
是 几何 不 变 且 无 多 余 约束 的 体系 。 

如 果 两 刚 片 之 间 用 全 交 于 一 实 铵 的 三 根 链 杆 相 连 ， 则 其 为 几何 可 变 ， 如 图 2. 12(a) 所 
示 。 两 刚 片 之 间 用 全 交 于 一 虚 铵 的 三 根 链 杆 相连 (延长 线 交 于 一 点 )， 则 其 为 几何 瞬 变 ， 即 
发 生 微小 位 移 后 ,第 三 根 链 杆 不 再 通过 男 两 根 链 杆 的 交点 贸 ， 体 系 将 变 为 几何 不 变 ， 如 
图 2.12(b) 所 示 。 








(a) 
图 2.12 三 杆 交 于 一 点 
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2.3.3 二 元 体 规则 


一 个 刚 片 与 一 个 结 点 用 两 根 链 杆 直 连 ， 且 三 个 铵 不 在 一 直线 上 ， 则 组 成 几何 不 变 体 
系 ， 且 无 多 余 约束 。 

二 元 体 是 指 两 根 不 共 线 链 杆 连接 一 个 结 点 的 装置 ， 如 图 2.13(a)、(b) 中 的 BAC 部 
分 。 由 于 在 平面 内 新 增加 一 个 点 就 会 增加 两 个 自由 度 , 而 新 增加 的 两 根 不 共 线 的 链 杆 恰 能 
减 去 新 结 点 A 的 两 个 自由 度 , 故 对 原 体系 来 说 自由 度数 目 并 没有 变化 。 


4 
A B D F 
Li y 
" " y y 
B C 
A > r: ç H 
B T c ç 
(a) (b) (9 


图 2.13 二 元 体 规则 








推论 3: 在 一 个 体系 上 增加 一 个 二 元 体 或 拆除 一 个 二 元 体 ， 不 会 改变 原 有 体系 的 几何 

增加 一 个 点 即 增加 了 两 个 自由 度 , 但 是 不 共 线 的 两 链 杆 提供 了 两 个 约束 ， 此 推论 常 应 
用 于 桥架 结构 的 几何 分 析 中 汪 如 图 2713(c) HEAR A RAE E fe ek = f ABC 的 基础 上 ， 
依次 增加 二 元 体 而 形成 的 一 个 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 同样, 我 们 也 可 以 对 该 析 架 从 
H 点 起 依次 拆除 二 元 体 , TRA E= f0JÉ ABC. 

以 上 三 个 规则 说 明了 组 成 无 多 余 联 系 的 几何 不 变 体系 所 需 的 最 少 联系 。 如 在 这 些 必 
要 联系 的 基础 卡 再 增加 联系 ,增加 的 联系 将 为 多 余 联 系 . 体系 成 为 超 静 定 结 构 。 如 车 刚 片 
之 间 的 联系 少 于 三 个 规则 所 要 求 的 数目 ， 则 肯定 为 几何 可 变 。 


2.3.4 METEJ wbt 


1. — AEREE R i& At 

(1) 构成 虚 铵 的 两 链 杆 与 第 三 杆 平行 且 等 长 ,为 几何 可 变 体系 。 

如 图 2. 14(a) 所 示 ， 连 接 两 个 刚体 的 三 根 链 杆 平行 且 等 长 ， 无论 是 否 发 生 微小 变形 ， 
三 根 链 杆 始终 在 无 穷 远 处 相交 ,为 几何 可 变 体系 。 


(a) (b) (o) 


图 2.14 -^Et 
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(2) 构成 虚 铵 的 两 链 杆 与 第 三 杆 平行 但 不 等 长 ， 为 几何 瞬 变 体系 。 
如 图 2. 14(b) 所 示 ， 连接 两 个 刚体 的 三 根 链 杆 平行 但 不 等 长 ， 发 生 微小 变形 后 ， 三 根 











链 杆 不 再 全 平行 ， 即 第 三 根 链 杆 不 再 通过 另 两 根 链 杆 的 交点 匀 ， 体 系 即 变 为 几何 不 变 。 因 
此 是 几何 瞬 变 体系 。 


铵 共 线 ， 因 此 是 几何 可 变 体系 。 





(3) 构成 虚 贸 的 两 链 杆 与 第 三 杆 不 平行 为 几何 不 变 体系 ， 如 图 2. 14(c) 所 示 。 

2. MAERED ZA 

(1) HR E E REFIT ERK., WIUIE. 

如 图 2.15(a)BR 28, TAAA WR PITE (E X 35 ERA A M EE 











(2) HR HE EE Bg URBE FITER ERK., HILU R , 
如 图 2. 15(b) 所 示 ， 当 四 根 平行 链 杆 不 等 长 ， 发 生 微小 变形 后 \ JEA i e hy 8 4 Hë 2 








和 实 匀 不 共 线 ,因此 是 几何 瞬 变 体系 。 
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(3) 构成 虚 铵 的 四 根 链 杆 两 两 不 平行 ， 为 几何 不 变 体系 ， 如 图 2. 15(c) 所 示 。 


| 
(a) (O) 


(b) 
3. = 4 E k # 2 3 itat 
三 刚 片 分 别 用 三 对 任意 方向 的 平行 链 杆 相 联 ， 均 为 几何 瞬 变 体系 ， 如 图 2. 16(a) 所 示 ; 





图 2.15 HNES 


若 三 对 平行 链 杆 各 自 等 长 ， 则 为 几何 常 变 体系 ， 如 图 2. 16Cb) 所 示 。 





Y y Wi 
oam) OD 
7. i 
om, m) 
(a) 几何 瞬 变 体系 (b) 几何 常 变 体 系 
图 2.16 ZER 


| 2.4 平面 机 动 分 析 实 例 


【 例 2-3】 分 析 图 2. 17 所 示 链 杆 体系 的 几何 组 成 。 


E Ku LLUSIY 








14 B ë D 
A R ° 3 ° — 
图 2.17 例 2-3 图 


【 解 】 根据 二 元 体 规则 ， 把 大 地 看 作 一 个 刚 片 ， 与 AB ZAARA 和 链 杆 3 
连接 ， 形 成 几何 不 变 体系 且 无 多 余 约束 ， 再 通过 铵 B 和 链 杆 4 与 BC 连接 ， 形 成 几何 不 变 
体系 且 无 多 余 约束 ， 最 后 通过 铵 C 和 链 杆 5 与 CD 连接 ， 因 此 是 几何 不 变 且 无 多 余 约束 的 
体系 。 

[B 2-4] 试 对 图 2. 18(a) 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 


















人 Er 
a 区 Z + ° + 


(a) 





IME AMI) 
(b) 
图 2.18 例 2-4 图 


[#8] 如 图 2. 18(b) 所 示 ， 首先 ， 取 消 二 元 体 ,FEC; 其 次 ， 地基 扩大 刚 片 工 与 刚 片 工 
HEE B) 和 一 链 杆 ( 杆 @@) 相 连 ， 组 成 地 基 扩 大 新 刚 片 ABC; 然后 该 新 刚 片 与 刚 片 焉 
用 三 杆 @@、 图 、 轩 相连， 组 成 几何 不 变 且 无 多 余 约 束 的 体系 。 

【 例 2-5】 分 析 图 2. 19 所 示 体 系 的 几何 构造 。 

【 解 】 图 2. 19 PRR, RPI I Ahe C 连接 ; 刚 片 工 与 基础 亚 之 间 由 链 杆 
1、2 连接 :相当 于 一 个 在 AB 刚 片 了 与 基础 四 之 间 由 链 杆 3、4 连接 ,相当 于 一 个 
在 B AWE WA, B. C 三 点 不 在 同一 直线 上 . 则 体系 是 几何 不 变 的 ， 且 无 多 余 约 束 ; 
如 A、B、C 三 点 在 同一 直线 上 ， 则 体系 是 瞬 变 的 。 

【 例 2-6】 分 析 图 -2. 20 所 示 体 系 的 几何 构造 。 












m 

















图 2.19 2-50 图 2.20 例 2-6 图 
DRI 由 不 动 点 A. B 出 发 ， 用 不 在 同一 直线 的 链 杆 a 
AC 和 BC 固定 点 C: 从 固定 点 B、C 出 发 ， 增 加 一 个 二 元 个 
体 固定 点 D; 再 增加 一 个 二 元 体 固定 点 E， 最 后 增加 一 个 





























二 元 体 固定 点 下 。 因 此 是 几何 不 变 且 无 多 余 约 束 的 体系 。 
【 例 2-7】 试 对 图 2.21 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 
【 解 】 在 此 体系 中 , 刚 片 AC 只 有 两 个 铵 与 其 他 部 分 




















相连 , 其 作用 相当 于 一 根 用 虚线 表示 的 链 杆 1; 同 理 , 刚 片 pe 
BD 也 相当 于 一 根 链 杆 2。 于 是 , 刚 片 CDE 与 基础 之 间 用 图 2.21 例 2-7 图 
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三 根 链 杆 1、2、3 联结 , 这 三 根 链 杆 的 延长 线 交 于 一 点 O, 故此 体系 为 瞬 变 体系 。 
【 例 2-8】 试 对 图 2.22 (a) 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 











图 2.22 例 2-8 图 


【 解 】 根据 二 元 体 规则 ， 如 图 2. 22(b) 所 示 ， 依次 取消 三 元 体 1，2，…，8， 最 
后 只 剩 下 地 基 ， 地 基本 身 几何 不 变 且 无 多 余 约 束 。 故 原 体 系 为 几何 不 变 且 无 多 余 约 束 。 
或 者 在 地 基 上 依次 添加 二 元 体 8，7，…，1， 由 此 形成 图 2,22(a) 所 示 的 原 体 系 ， 根 据 
二 元 体 规则 ， 增 加 或 减少 二 元 体 并 不 改变 原 结构 的 让 何 可 变性 ， 故 原 体系 为 几何 不 变 且 
无 多 余 约 束 。 

【 例 2-9】 试 对 图 2. 23(a) 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 





图 2.23 例 2-9 图 


【 解 】 如 图 :2. 23(b) 所 示 ， 首 先 ， 依 次 取消 二 元 体 1，2，3; 其 次 ,将 几何 部 分 ACD 
和 BCE SIMAR IANA I, ZAA HEE COMO DE) 相 连 , 组 成 几何 
不 变 的 一 个 新 的 大 刚 片 ABC( 当 然 ， 也 可 将 DE AER HL. WHAI. H. HUH 4 
C. D. E 两 两 相连 ,同样 组 成 新 的 大 刚 片 ABC)。 最 后 , 该 大 刚 片 ABC 与 地 基 刚 片 人 之 
WH EEE A) 和 一 杆 (B 处 支 杆 ) 相 连 ， 组 成 几何 不 变 且 无 多 余 约 束 的 体系 。 

【 例 2-10] 试 对 图 2. 24(a) 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 




















E B G E not) ç 
(a) (b) 


图 2.24 92-100 


B 平面 体系 的 几何 组 成 分 析 








【 解 】 如 图 2. 24(b) 所 示 ， 按 照 三 刚 片 规则 , BH) T. H. MWM A. B. 
C 两 两 相连 ， 组 成 几何 不 变 的 新 的 大 刚 片 ABC; HR., AKAA SRA NAE D 和 一 
链 杆 (E 处 链 杆 ) 相 连 ， 组 成 更 大 刚 片 ABCDE; 最 后 ， 该 更 大 刚 片 与 刚 片 Y 用 两 个 铵 ( 铵 
下 、G) 相 连 ， 组 成 几何 不 变 但 有 一 个 多 余 约 束 的 体系 。 

【 例 2-11】 试 对 图 2. 25(a) 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 























[1,11 
š d à 3 s=! Olim] 
+ 2 t % 
? 
>< < 
` 
4 5 a 5 
> i 
6 OU 
noty 
(a) (b) 


图 2.25 例 2-11 图 


【 解 】 当 体系 的 支 杆 多 于 三 根 时 ， 常 运用 三 刚 片 规则 延 行 分 析 ， 一 般 将 地 基 当 作 一 个 
刚 片 。 本 例 若 按 常规 以 铵 接 三 角形 124. 235 和 地 基 为 刚 片 ， 则 分 析 将 无 法 进行 下 去 ， 因 
此 应 重新 选择 刚 片 和 约束 。 重 选 三 刚 片 如 图 2.25Cb) 所 示 ， 三 刚 片 之 间 由 三 个 虚 铵 两 两 相 
Æ, BRO[I, HJ 与 O [H . HJ 以 及 多 点 处 的 CI. HJ 共 在 一 直线 上 ， 故 该 体系 为 
MERR. 

LB 2-12] 试 对 图 2. 26(a) 所 示 体 系 进行 几何 组 成 分 析 。 





图 2.26 例 2-12 图 


【 解 】 如 图 2.26(b) 所 示 ，, 刚 片 T、 卫 、 卫 用 三 个 在 中 点 处 的 虚 贸 相连 。 根 据 无 穷 远 
虚 铵 分 析 可 知 ， 三 对 任意 方向 的 平行 链 杆 相 连 ， 均 为 瞬 变 体系 ; 如 果 三 对 平行 链 杆 各 自 等 
长 ， 则 为 几何 常 变 体系 。 





本 章 主要 讲述 了 几何 不 变 体系 、 几 何 可 变 体系 、 自 由 度 、 刚 片 、 约 束 等 概念 ， 以 及 几 
何不 变 体系 的 基本 组 成 规则 ， 并 运用 组 成 规则 分 析 平 面 杆 件 的 几何 组 成 性 质 ， 判 定 超 静 定 
结构 的 多 余 约 束 数目 ; 还 讲述 了 平面 体系 的 计算 自由 度 及 其 计算 方法 。 重 点 为 几何 不 变 体 
系 的 基本 组 成 规律 及 其 在 平面 体系 几何 组 成 分 析 中 的 应 用 。 
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2.1 何谓 几何 不 变 体系 、 几 何 可 变 体系 和 瞬 变 体系 ? 几何 可 变 体系 和 瞬 变 体系 为 什 


么 不 能 作为 结构 ? 


2.2 对 体系 做 几何 组 成 分 析 的 目的 是 什么 ? 

2.3 试 叙 述 二 元 体 规则 、 两 刚 片 规则 和 三 刚 片 规则 。 

2.4 两 刚 片 规则 中 有 哪些 限制 条 件 ? 三 刚 片 规则 中 有 哪些 限制 条 件 ? 
2.5 何谓 多 余 约束 ? 

2.6 何谓 静 定 结构 和 超 静 定 结构 ? 这 两 类 结构 有 什么 区 别 ? 

















习 题 
2-1 选择 题 
(1) 三 个 刚 片 用 三 个 铵 两 两 相互 连接 所 组 成 的 体系 是 ( J; 
A. 几何 不 变 B. 几何 常 变 
C. 几何 瞬 变 D. 几何 不 变 或 几何 常 变 或 几何 瞬 变 
(2) 两 个 刚 片 用 三 根 链 杆 连接 所 组 成 的 体系 是 ( Do 
A. 几何 常 变 B. .几何 不 变 
C. 几何 瞬 变 D. 用 何不 变 或 几何 常 变 或 几何 瞬 变 
(3) 图 2. 27 所 示 体 系 是 ( Ds 
A. 几何 瞬 变 有 多 余 约束 B. 几何 不 变 
C. 几何 常 变 D. 几何 瞬 变 无 多 余 约 束 
(4) 连接 三 个 刚 片 的 铵 结 点 ， 相 当 的 约束 个 数 为 ( Jia 
A. 2 个 B. 3 个 O. 44 D. 54 
(5) 图 2. 28 所 示 体 系 的 几何 组 成 为 ( Ys 
A. 几何 不 变 、 无 多 余 约束 体系 B. 几何 不 变 、 有 多 余 约 束 体系 
C. 瞬 变 体系 D. 几何 可 变 体系 
(6) 图 2. 29 所 示 体 系 的 几何 组 成 为 ( Jy 
A. 几何 不 变 、 无 多 余 约束 体系 B. 几何 不 变 、 有 多 余 约 束 体系 
C. REER D. 几何 可 变 体系 





图 2.27 习题 2-1(3) 图 图 2.28 习题 2-1(5) 图 图 2.29 习题 2-1(6) 图 


第 2 事 ” 平面 体系 的 几何 组 成 分 析 





2-2 填空 题 
(1) 在 不 考虑 材料 的 条 件 下 ， 体 系 的 位 置 和 形状 不 能 改变 的 体系 称 为 几何 
体系 。 
(2) 几何 组 成 分 析 中 ， 在 平面 内 固定 一 个 点 ， 需 要 o 
(3) 在 分 析 体 系 的 几何 组 成 时 ， 增 加 或 拆 去 二 元 体 ， 原 体系 的 性 质 不 变 。 


2-3 试 分 析 图 2. 30 所 示 各 体系 的 几何 组 成 。 











D 
te) 


E 
图 2.30 习题 2-3 图 

2-4 试 分 析 图 2.31 所 示 各 体系 的 几何 组 成 。 

P B A B ç D E 

A + z S d À 1 15 15 


(a) 














(e) (£) 
图 2.31 习题 2-4 图 


(2) 








图 2.31 习题 2-4 图 ( 续 ) 


2-5 试 求 图 2. 32 所 示 各 体系 的 计算 自由 度 。 


C 
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4 B 
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(9) (b) > 








$$ 











É 
1 


(c) j N (d) 
图 2.32 习题 2-5 图 





第 是 总 
静 定 结构 受 力 分 析 


Na) 

主要 探讨 静 定 梁 、 静 定 刚 架 、 三 铵 拱 、 静 定 平面 枯 架 等 典型 静 定 结构 的 受 力 分 析 ， 通 过 本 章 的 学 习 ， 
应 达到 以 下 目标 : 

(1) 理解 静 定 结构 受 力 分 析 的 特点 ; 熟练 地 掌握 静 力 分 析 的 基本 方法 ,证 确 地 运用 截面 法 求解 各 种 
静 定 平面 结构 在 荷载 作用 下 的 支 座 反 力 和 内 力 ， 了 解 各 类 结构 的 受 力 特 性 .* 熟 味 地 掌握 静 定 梁 和 静 定 刚 
架 内 力图 的 绘制 。 

(2) 理解 三 镜 拱 、 合 理 拱 轴 线 等 概念 ， 运用 截面 法 分 析 三 镜 朱 的 内 力 ， 掌握 三 匀 拱 的 受 力 特 性 和 合 
理 拱 轴线 的 分 析 方 法 。 

(3) 理解 静 定 平面 析 架 的 特点 和 分 类 ， 掌 握 用 结 点 法 \、 戴 面 法 以 及 联合 法 分 析 静 定 平面 柏 架 的 内 力 ， 
理解 不 同 析 架 形 式 的 受 力 特 点 和 应 用 范围 。 

CA) 能 运用 截面 法 和 结 点 法 联合 求解 组 合 结构 理解 静 定 结构 的 特性 。 


CE ) 








知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
(1 掌握 截面 法 、 爱 加 法 的 相关 知识 ; (1) 结 点 法 、 截 面 法 、 联 合法 、 
(2) 掌握 三 匀 拱 的 组 成 和 类 型 ， 理 解 三 | 登 加 法 
基本 概念 角 拱 的 受 力 特点 ,掌握 合理 拱 轴线 概念 ; (2) 拱 高 、 跨 度 、 高 跨 比 ， 水 
G) 理解 静 定 平面 析 架 的 特点 和 分 类 ,| 平 推力 ， 合 理 拱 轴线 
理解 结 点 法 、 截 面 法 以 及 联合 法 及 其 应 用 (3) 结 点 、 链 杆 、 零 杆 





(1) 掌握 单 跨 静 定 梁 的 内 力图 绘制 
静 定 梁 的 内 力 分 析 方法 ; 
(2) 掌握 多 跨 静 定 梁 的 内 力图 绘制 方法 


(1) 单 跨 静 定 梁 ; 
(2) 多 跨 静 定 梁 





R4 | 9 点 ; 
O) 了 解 静 定 平面 刚 架 的 特点 ; (01) mam. HAMR: 
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党 所 三 匀 拱 的 受 力 特性 和 合理 拱 轴 线 | 
三 绞 拱 的 内 力 分 析 | annaa 合理 拱 轴 线 
(1) 掌握 结 点 法 、 截 面 法 或 联合 法 分 析 
将 定 平面 梅 架 的 内 Week (1) 受 力 平衡 
力 分 析 (2) 理解 不 同 析 架 形式 的 受 力 特点 和 应 | (D RARR AHHA 
用 范围 
组 合 结构 的 内 力 分 析 tet nn d We ua, PENARE 








结构 








2 列 | 基 本 概念 


单 跨 静 定 粱 、 多 跨 静 定 梁 、 静 定 刚 架 、 三 匀 拱 、 术 架 、 组 合 结构 、 截 面 法 、 结 点 法 、 
联合 法 。 


Ds 


静 定 结构 进行 分 析 时 ， 只 需要 考虑 平衡 条 件 ， 无 须 考虑 变形 条 件 。 本 章 主要 介绍 截面 法 、 结 点 法 和 
联合 法 的 基本 原理 及 在 常见 的 典型 静 定 结构 ( 静 定 梁 、 静 定 平面 刚 架 、 三 匀 拱 、 静 定 桥架 、 组 合 结构 ) 内 
力 分 析 中 的 应 用 。 
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3.1.1 杆 件 截面 内 力 及 正 负 号 规定 


在 工程 中 常见 的 单 跨 静 定 梁 有 三 种 :ID 简 支 粱 [图 3.1(a)]; 加 悬臂 梁 [图 3.1(b)] 
@ 伸 辟 梁 [图 3. 1(c)] 。 


2 B 于 A B 
(a) 简 支 梁 (b) Big OMR 
A31 单 跨 静 定 梁 


在 平面 杆 件 的 任 一 截面 上 ,一 般 有 三 个 内 力 分 量 : 沿 杆 轴 切 线 方向 的 分 力 称 为 轴 力 
WH Fn: 沿 杆 轴 法 线 方向 的 分 力 称 为 前 力 ， 记 为 Fa。; 截面 内 力 对 截面 形 心 的 力矩 称 为 弯 
抢 ， 记 为 M。 内 力 的 符号 规定 与 材料 力学 一 致 ， 轴 力 以 拉力 为 正 ， 反 之 为 负 ， 如 图 3.2 
Ca) 所 示 ， 剪 力 以 绕 隔 离 体 顺 时 针 转 动 为 正 ， 反 之 为 负 ， 如 图 3.2(b) 所 示 ;， 弯 和 矩 使 杆 件 下 
部 受 拉 时 为 正 ， 反 之 为 负 ， 如 图 3. 2(c) 所 示 。 


3.1.2 截面 法 


计算 指定 截面 内 力 的 计算 方法 是 截面 法 .即将 杆 件 在 指定 截面 切 开 ， 取 左边 部 分 (或 
右边 部 分 ) 为 隔离 体 ， 利 用 隔离 体 的 平衡 条 件 ， 确 定 此 截面 的 三 个 内 力 分 量 。 

(1) 截面 法 的 计算 步骤 : 

O 沿 指定 截面 截 开 ， 取 截面 的 一 侧 为 隔离 体 进行 分 析 ; 

@ 绘制 隔离 体 受 力图 ; 

© 建立 隔离 体 的 受 力 平衡 条 件 ， 求解 截面 的 三 个 内 力 分 量 。 

(2) 画 隔 离 体 受 力图 时 ， 需 要 注意 : 


第 3 副 ” 静 定 结构 受 力 分 析 
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(a) (b) 
图 3.2 内 力 正 负 号 规定 



















































































O 隔离 体 与 其 周围 约束 要 全 部 截断 ， 而 以 相应 的 约束 力 代 替 。 

O 约束 力 要 符合 约束 的 性 质 。 截 断 链 杆 以 轴 力 代替 ， 截 断 受 弯 构 件 时 以 轴 力 、 剪 力 
及 弯 矩 代替 ， 去 掉 支 座 时 要 以 相应 的 支 座 反 力 代 奉 。 

© 隔离 体 是 应 用 平衡 条 件 进行 分 析 的 对 象 。 在 受 力图 中 只 画 隔 离 体 本 身 所 受到 的 力 ， 
不 画 隔 离 体 施 给 周围 的 力 。 

@ 不 要 遗漏 力 ， 包 括 荷载 及 截断 约束 处 的 约束 力 。 

© 未 知 力 一 般 假 设 为 正 号 方向 全 已 知 力 按 实 际 方向 画 。 

下 面 通过 实例 说 明 上 述 方法 。 

【 例 3-1】 一 外 伸 梁 如 图 3: 3(a) 所 示 , F=10N. q=4N/m. 求 截面 1 一 1 和 截面 2 一 
2 RIDI JI PEE 


F, 21 q 
18 r| 


M: 
4 h 
e 5 m "Ç 
; Fo 
Fiy Fey For j 
2m 2m Im Im2m Fw Im HH 
(a) (b) (c) 


图 3.3 例 3-1 图 


【 解 】 D 求 梁 的 支 座 反 力 Fs, 及 下 s,。 以 整个 梁 为 隔离 体 ， 其 受 力 如 图 3. 3(a) 所 示 。 
由 图 可 得 : 


4 
EMs=0, EP Fa, X4—10X2 F4X-=0, 解 得 F. = 二 3(N); 








在 竖 向 也 下 ,一 0， 即 Fa, 十 Fs, 一 10 一 4X2 二 0， 解 得 Fu 一 15(N)。 
为 外 荷载 在 水 平面 上 的 投影 为 零 ， 所 以 支 座 A 的 水 平反 力 为 零 。 
(2) 求 截面 1 一 1 的 内 力 。 如 图 3. 3(b) 所 示 ， 将 梁 在 1 一 1 截面 截 开 ， 取 左边 为 隔离 
体 ， 由 于 水 平方 向 没有 约束 反 力 和 外 力 ， 因 此 1 一 1 截面 上 的 轴 力 为 零 。 由 图 可 得 : 
ZF,==0, 即 Fn, 一 F 一 Fa 一 0, i4 Fa =3—10=—7(N); 
M11 二 0， 即 一 Fs, X3 十 FX1 十 M1 二 0, #14 M, =3X3—10X1=—1(N * m). 
求 得 的 Fa 为 负 值 ， 说 明 剪 力 实际 方向 与 假设 方向 相反 ; M. 为 负 值 ， 说 明 弯 矩 实 际 
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sang 
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方向 与 假设 方向 相反 。 
G) 求 截面 2 一 2 的 内 力 。 如 图 3. 3(c) 所 示 ， 将 梁 在 2 一 2 截面 截 开 ， 取 右边 为 隔离 
体 ， 同 样 2 一 2 截面 上 的 轴 力 为 零 。 由 图 可 得 : 
ZF,=0, Ë] Fo —qX1=0, 解 得 Fo=4X1=4(N); 
4 
2 


求 得 的 下 ww 为 正 值 ， 说 明 剪 力 实际 方向 与 假设 方向 相同 ; Me 为 负 值 ， 说 明 弯 和 矩 实际 
方向 与 假设 方向 相反 。 

由 例 3 -1， 可 以 看 出 用 截面 法 求 内 力 有 以 下 的 计算 法 则 ; 

(1) 构件 任 一 横 截面 上 的 轴 力 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 沿 截面 法 线 方向 的 投影 代数 和 ; 

(2) 构件 任 一 横 截面 上 的 剪 力 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 沿 截面 方向 的 投影 代数 和 ; 

(3) 构件 任 一 横 截 面 上 的 弯 矩 等 于 截面 一 侧 所 有 外 力 对 截面 形 心 取 矩 的 代数 和 。 

按 以 上 计算 法 则 计算 指定 截面 的 内 力 时 ， 不 需要 画 分 离 体 的 受 力图 ， 可 以 直接 根据 截 
面 内 力 的 计算 公式 来 进行 计算 。 

【 例 3-2】 在 例 3-1 图 3.3(a) 中 简 支 梁 的 支 座 反 力求 出 后 ， 试 直接 用 截面 内 力 的 算 
式 计算 截面 1 一 1 和 截面 2 一 2 的 剪 力 和 弯 和 矩 。 

【 解 】 (1) 以 整个 梁 为 分 离 体 ， 巾 图 353Ca) 可 得 : 


4 š 
EMs=0, 即 Fa, X4—10X2+4X5 0, 解 得 Fa, 二 3(N)。 


(2) 求 截面 1 一 1 的 内 力 , ;由 图 3.3(b) 可 得 ; 
EM,- =0, M—F, X3 水 FX1 十 M1 = 二 0, 解 得 M1 字 3X3 一 10X1 1CN * m), 
(3) 求 截面 2 一 2 的 内 力 ， 由 图 3. 3(c) 可 得 : 


n 1 4 
EM,-,=0, Bj 1 2 FM; =0, 解 得 Me 2 2(N * m), 

















1 
> M,-,=0. MgX FM,=0, IH M. 





2(N *m), 









































3.1.3 ”荷载 与 内 力 之 间 的 微分 关系 


如 图 3.4 所 示 ， 在 荷载 连续 分 布 的 直 杆 杆 段 内 ， 取 微 段 dz 为 隔离 体 ， 在 图 示 荷 载 和 
坐标 下 ， 由 平衡 条 件 可 导出 微分 关系 如 下 : 
dFa dM dM dFo 
dx s 





g(r) (3-1) 





图 3.4 微 段 隔离 体 


E 静 定 结构 受 力 分 析 





3.1.4 作 梁 内 力图 的 简便 方法 


式 (3-1) 的 几何 意义 是 : 轴 力 图 上 某 点 处 的 切线 斜率 等 于 该 点 处 的 轴 向 荷载 集 度 ， 但 符 
号 相反 ; 前 力图 上 茶点 处 的 切线 斜率 等 于 该 点 处 的 横向 荷载 集 度 , 但 符号 相反 ; 弯 矩 图 上 某 
点 处 的 切线 斜率 等 于 该 点 处 的 剪 力 ; 弯 矩 图 上 某 点 处 的 二 阶 导 数 等 于 该 点 处 的 荷载 集 度 ， 但 符 
号 相反 。 据 此 可 以 推 知 杆 段 所 受 荷载 情况 与 内 力图 形状 之 间 的 一 些 对 应 关系 ， 见 表 3 一 1。 


表 3-1 荷载 与 内 力 之 间 的 关系 














































































































序号 梁 上 的 外 力 情况 PEL SEA 
Fa: 图 为 水 平 线 M: 图 为 斜 直线 
Fo M<0 
| Fo=0 M=0 
Ë z 9 M>0 x 
T. 
£ Fo Fo>0 M 
1 (Sewan PS 
无 外 力作 用 梁 段 o z 0 Ç 
M sx 
Fo 
Fo<0 o : 
O| x 
mY — 
qmo Fol 
siemka ° | 可 
4 常数 <0 Fol 向 曲 线 
o 下 斜 直线 ol ass ° 
均 布 荷载 作用 指向 下 方 | l $ mý 
| 
|” "l | S. | 
4 c J ] d 
EPAM CRENDARE C RBS EA RE 
p 
1 a 
集中 力 偶 作 用 0 C 截面 左右 侧 ， 普 矩 突变 CM。 
顺 时 针 时 弯 征 增加， 反之 减少 ) 
6 M 极 值 的 求解 Fa(z) 一 0 的 截面 M 有 极 值 

















绘制 粱 的 内 力图 时 ， 可 根据 上 述 内 力图 的 规律 ， 将 粱 分 割 为 剪 力图 和 弯 矩 图 形状 已 知 
的 若干 杆 段 ， 然 后 再 根据 内 力 平衡 关系 计算 出 各 段 端 界 面 的 剪 力 和 弯 矩 ， 利 用 杆 段 荷 载 与 
内 力 之 间 的 微分 关系 ， 即 可 快速 绘制 前 力图 和 弯 和 矩 图 。 

















3.1.5 区 段 登 加 法 绘制 直 杆 内 力图 


又 加 原理 : 在 一 组 荷载 作用 下 结构 内 某 点 的 位 移 或 内 力 ， 等 于 每 一 荷载 独立 作用 所 产 
生 的 效应 之 和 。 

此 原理 需 在 荷载 、 应 力 和 位 移 为 线性 关系 时 才 成 立 ， 并 且 有 以 下 两 个 适用 条 件 : 

(1) 满足 小 变形 理论 ， 即 荷载 作用 时 ,结构 的 几何 形状 不 发 生 大 的 改变 

(2) 材料 处 于 线 弹 性 状态 ， 服 从 胡 克 定律 。 

FIMA: 对 于 结构 中 任意 直 杆 区 段 ， 只 要 用 截面 法 求 出 该 段 两 端的 截面 弯 和 矩 竖 标 后 
可 先 将 两 个 竖 标 的 顶点 以 虚线 相连 ， 并 以 此 为 基线 ， 再 将 该 段 作 为 简 支 梁 ， 作 出 简 支 梁 在 
外 荷载 ( 直 杆 区 段 上 的 荷载 ) 作 用 下 的 弯 矩 图 ， 闪 加 到 基线 上 ( 弯 和 矩 竖 标 县 加 )， 最 后 所 得 图 
线 与 直 杆 段 的 轴线 之 间 所 包围 的 图 形 ， 就 是 实际 的 论 和 矩 图 。 此 方法 适用 于 结构 中 任意 某 直 
杆 区 段 的 弯 矩 图 有 晋 加。 需要 注意 的 是 ， 弯 和 矩 图 的 释 加 指 纵 坐 标的 虱 加 ， 而 不 是 指 图 形 的 简 
单 拼合 。 

如 图 3. 5(a) 所 示 ， 在 梁 内 取 某 一 受 均 布 荷载 作用 的 杆 段 AB， 与 其 静 力 等 效 的 简 支 梁 
如 图 3. 5(b) 所 示 ， 二 者 的 弯 矩 图 应 相同 ; 对 于 简 支 梁 ， 当 梁 端 弯 矩 MA 和 Mr 单独 作用 
时 ， 梁 的 弯 和 矩 图 为 一 直线 [图 13; 5Cc)]; 当 均 布 荷载 q 单独 作用 时 ， 梁 的 弯 矩 图 为 一 抛物 
线 [图 3.5(d)]。 利 用 县 加 原理 。 图 3. 5(b) 所 示 简 支 粱 的 容 矩 图 等 于 图 3. 5(c) 、(d) 所 示 
MASERA [图 355(e)]。 这 就 是 区 段 和 加 法 的 运用 。 
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图 3.5 区 段 释 加 法 








应 用 区 段 蚕 加 法 绘制 梁 的 弯 矩 图 的 步骤 如 下 : 














RE 欧 定 结构 受 力 分 析 





(1) 选取 梁 上 外 力 不 连续 点 (如 集中 力 或 集中 力 偶 的 作用 点 、 分 布 荷载 作用 的 起 点 和 
终点 等 ) 作 为 控制 截面 ， 并 求 出 这 些 截面 上 的 弯 算 值 。 

(2) 如 控制 截面 间 无 荷载 作用 ， 用 直线 连接 两 控制 截面 上 的 弯 算 值 ， 即 得 该 段 的 弯 
图 ; 如 控制 截面 间 有 均 布 荷载 作用 ， 先 用 虚 直 线 连接 两 控制 截面 上 的 弯 矩 值 ， 然 后 以 
为 基线 ， 肆 加 上 该 段 在 均 布 荷载 单独 作用 下 的 相应 简 支 梁 的 弯 和 矩 图 ， 即 得 该 段 的 之 
图 

应 用 区 段 乔 加 法 作 弯 和 矩 图 ， 需 要 熟练 掌握 常规 荷载 作用 下 简 支 梁 和 悬臂 梁 的 弯 和 矩 图 和 
WHR. 
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前 力图 
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3.1.6 斜 简 支 染 的 内 力图 


在 建筑 工程 中 ,常会 遇 到 杆 轴 倾斜 的 斜 梁 ， 其 中 单 跨 静 定 斜 梁 的 结构 形式 ， 包 括 梁 式 
楼 梯 、 板 式 楼 梯 、 屋 面 斜 梁 以 及 具有 和 斜 杆 的 刚 架 等 。 斜 梁 上 主要 有 两 种 外 荷载 的 分 布 情 
况 : 四 沿 杆 轴 长 度 方向 作用 的 铅 垂 均 布 荷载 ， 如 图 3. 8(a) 所 示 ， 和 荷载 分 布 集 度 为 9 ， 例 
如 楼 梯 的 自重 荷载 ， 四 沿 水 平方 向 作用 的 均匀 荷载 ， 如 图 3. 8(b) 所 示 ， 荷载 分 布 集 度 为 
4 ， 例 如 楼 梯 上 的 人 群 荷载 。 为 了 计算 上 的 方便 ， 在 图 3. 8(a) 中 ， 一般 将 沿 楼 梯 梁 轴线 方 











31 





向 均 布 的 荷载 di 按照 合力 等 效 原则 换算 成 沿 水 平方 向 均 布 的 荷载 a; EB 


pi qi y 
—=ql, q= (3-2) 


; = 
Tosa cosa 


故 对 于 楼 梯 斜 梁 ， 无 论 计算 楼 梯 自 重 荷载 作用 还 是 计算 人 群 荷载 作用 ， 均 可 采用 水 平 
方向 均 布 的 荷载 作用 [图 3. 8(c)] 进行 内 力 计算 。 





I 











图 3.8 HALL 


【 例 3-3】 图 :3.8(Ca) 、(b) 所 示 楼 梯 简 支 斜 粱 : 水 平 投影 长 度 为 *， 斜 梁 与 水 平方 向 
夹 角 为 w， 和 斜 梁 自重 荷载 为 9! ， 承 受 的 人 群 荷 载 为 9 ， 试 绘制 斜 梁 在 两 个 荷载 共同 作用 下 
的 内 力图 。 

【 解 】 (1) 自重 荷载 换算 。 将 沿 斜 梁 轴线 方向 的 荷载 1 换算 成 沿 水 平方 向 的 荷载 qi 
fia = ， 则 图 3. 8(c) 中 斜 梁 沿 水 平方 向 的 均 布 总 荷载 4 一 qi Hao 


(2) 计算 支 座 反 力 。 取 整体 为 研究 对 象 ， 如 图 3. 8(c) 所 示 ， 利 用 平衡 条 件 可 求 得 











ql 
rS 








l 
Fau =0, Fa FOD, F, 


(3) 计算 任意 杆 件 横 截 面 的 内 力 。 用 K 横 截 面 截 开 斜 梁 ， 取 AK 为 分 离 体 ， 如 图 3. 8 
(DHR. R K 截面 的 内 力 如 下 : 
ql gg’ 


7 74H A n Ë qx 5 
EM: = 二 0， 解 得 Mk 2T z (lz); 

















4 s: i S : 
FF 二 0， 解 得 Fxx =qr sina 了 9Lsina dsina (x—0. 51); 





EF, =0, RI Fox 








Falcose qx cosa =qcosa (0. 5l—zx)。 
(4) 作 内 力图 。 由 Mr 、Far 和 FFsx 的 表达 式 可 以 看 出 ， 该 斜 梁 的 弯 矩 图 为 二 次 抛物 
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第 3 副 ” 静 定 结构 受 力 分 析 





线 ， 剪 力图 和 轴 力 图 是 一 斜 直线 ， 如 图 3.9 所 示 。 
考虑 具体 数值 ， 例 如 斜 梁 自重 荷载 qi =9kN/m, ARE q: =5kN/m, ¿=5.2m, 
a=30°, WA 

















_ q 9 _ = _ _ 
9 一 0 一 6V3(kN/m)， q=qı +q: =643 +7. 5=17. 9(kN/m) 
则 斜 梁 内 最 大 内 力 如 下 : 
17.9X0.5X5. 2 
x=2. 6m #Ë, Mkx.mx + 2 (5. 2—0. 5X5. 2)=60. 5(kN * m); 


2 

x=0 È 5.2m Ë, |Fx.mx|=0. 5qlsine =0. 5X17. 9X5. 2X sin30°=23. 75(kN); 

x=0 W 5.2m Åb, Fom: . 5qlcosa =0. 5X 17. 9X5. 2X cos30°=40. 31 (kN). 

求解 斜 粱 内力 有 以 下 要 点 : 

(1) 内 力 为 斜 梁 横 截面 内 力 。 

(2) 由 于 斜 梁 的 倾角 <， 使 其 在 竖 向 荷载 作用 下 横 截 面 全 的 内 力 除 了 剪 力 和 弯 和 矩 外 ， 
还 有 轴 力 。 

G) 斜 梁 在 竖 向 荷载 作用 下 的 内 力 ， 与 相同 跨度 和 荷载 作用 下 的 水 平 简 支 梁 ( 图 3. 10) 
的 内 力 比 较 ， 在 相同 的 截面 位 置 处 存在 如 下 关系 : 

M(z)=M°(z), Fa(x)=Fa(Wcosa, Fy(z)=—Fa(z)sina (3-3) 
(4) REER A J EE RREME A 622 h). BAIRE H. 

















名 计算 简 图 4 K B 
AA — n I Fa, 


lq 
wora? [m= 
1 


一 六 一 -| a” 
(OFN 图 





owa “ummm 


lp 
ql 
84 











图 3.10 简 支 梁 及 其 内 力图 


3.1.7 多 跨 静 定 梁 


1. 多 跨 静 定 梁 的 几何 组 成 特点 
多 跨 静 定 梁 可 以 看 作 是 由 若干 个 单 跨 静 定 梁 首 尾 铵 接 构 成 的 静 定 结构 ， 常 见于 桥梁 、 
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sung 


Em, ARE. 


图 














接头 可 看 作 铵 结 点 。 其 计算 简 图 如 图 3. 12(a) 


3.11 所 示 为 木 模 条 的 构造 ， 模 条 接头 处 采用 斜 措 接 的 形式 ， 

















、(b) 所 示 。 从 几何 构造 分 析 可 知 : 梁 AB. 





EF. IJ 直接 由 支 杆 固定 于 基础 上 ， 是 几何 不 变 的 ; 短 梁 CD 和 GH 两 端 支 于 梁 AB、 


EF. IJ 的 伸 辟 上面， 整个 结构 是 几何 不 变 的 。 S AB. EF. IJ 自身 能 够 承受 荷载 ， 
为 基本 部 分 ; 梁 CD 和 GH 依靠 基本 部 分 的 支撑 承受 荷载 ， 即 为 附属 部 分 。 从 受 力 和 变形 
方面 看 ， 基 本 部 分 上 的 荷载 通过 支 座 直接 传 给 
而 附属 部 分 上 的 荷载 要 先 传 给 支持 它 的 基本 部 分 ， 
通过 基本 部 分 的 支 座 传 给 地 基 ， 因 此 可 使 其 自身 和 基本 部 分 均 产 生 内 力 和 弹性 变形 。 
此 ， 多 跨 静 定 梁 的 内 力 计算 顺序 可 根据 作用 于 


仅 能 在 其 自身 上 产生 内 力 和 弹性 变形 ; 





即 


地 基 ， 不 向 它 支持 的 附属 部 分 传递 力 ， 因 此 

















结构 上 的 荷载 的 传 力 路 线 来 决定 。 








(b) 


3.12 多 跨 静 定 梁 木 檀 条 计算 简 图 


2. 多 跨 静 定 梁 的 内 力 分 析 

由 于 多 跨 静 定 梁 的 基本 部 分 直接 与 地 基 组 
作用 而 维持 平衡 。 当 荷载 作用 于 基本 部 分 时 ， 
属 部 分 不 受 力 ; 当 荷 载 作 用 于 附属 部 分 时 ， 见 


成 几何 不 变 体系 ， 因 此 ， 它 能 独立 承受 荷载 
由 平衡 条 件 可 知 ， 只 有 基本 部 分 受 力 ， 而 附 
不 仅 附属 部 分 受 力 ， 而 且 由 于 它 是 被 支承 在 





基本 部 分 上 的 ， 其 反 力 将 通过 铵 接 处 传 给 基本 部 分 ， 因 而 使 基本 部 分 也 受 力 。 多 跨 静 定 梁 


的 内 力 计算 及 内 力图 绘制 步骤 如 下 : 
(1) 先 作 出 层 又 图 (为 了 表示 梁 各 部 分 之 
附属 部 分 画 在 上 层 ， 如 图 3. 12(b) 所 示 ， 称 为 














(2) 根据 所 绘 层 且 图 ， 先 从 最 上 层 的 附属 部 分 开始 ， 依 次 计算 各 梁 的 反 力 (包括 支 座 


反 力 和 铵 接 处 的 约束 力 ); 


间 的 支撑 关系 ， 把 基本 部 分 画 在 下 层 ， 而 
BRR); 














(3) 按照 绘制 单 跨 梁 内 力图 的 方法 ， 分 别 
(4) 校 核 ， 可 
(5) 利用 内 力 
【 例 3-4] 














作出 各 梁 的 内 力图 ， 然 后 再 将 其 连 在 一 起 ; 





用 梁 的 平衡 条 件 忆 下 一 0 REM=0 来 进行 ; 
图 校 核 ， 可 按 梁 的 内 力图 的 一 些 特征 来 进行 检查 。 
绘制 图 3.13(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 的 M 图 。 


E 静 定 结构 受 力 分 析 














10 kN/m 80 kNm 
4 B E 
° F 
1 g =e: 
ië 2m5 = 30 
(a) 结构 与 荷载 
80 kN-m 



































10 kN/m Wo kN 297E ) 
40 kN 
30 kN C 
1 f SOkN 


(b) 传 力 层次 图 (c) M 图 {单位 :kN-m) 
3.13 例 3-4 





【 解 】 (1) 作出 层 释 图 ， 如 图 3.13(b) 所 示 ， 先 求解 附属 结构 ?DEF ， 再 求解 BCD. 
最 后 求解 AB 。 

(2) 对 图 3. 13(b) 中 的 DEF 隔离 体 计算 如 下 : 

Ms 二 0， 即 Fe X2—80=0, fB Fe =4GGRN) 站 ; 

EF, =0, BI Fg, 一 Fp, 二 0， 解 得 Fo, 二 40(KNY | , 

G) 对 分 离 体 BCD 计算 如 下 : 

忆 Mc=0， 即 Fa, X2 十 10X2XIlsEao 兴 2 王 0， 解 得 F,,=30(kN) $; 

2ZF,=0, BJ 30 一 Fe, 十 40 一 1o 义 2 二 0， 解 得 Fe,=50(kN) $. 

(4) 按 上 述 过 程 ， 多 跨 梁 的 计算 就 变 为 AB. BCD. DEF 3 个 单 跨 梁 的 计算 了 。 由 控 
制 截面 的 弯 矩 和 微分 关系 以 及 区 段 乔 加 法 ， 可 以 得 到 弯 矩 图 如 图 3. 13(c) 所 示 。 

【 例 3 - 5】 试 计 算 图 314(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 的 内 力 ， 并 绘制 其 M、Fu 图 。 











=4kN/m ' ñ 
$ C DTA B 
6m fm, sm 
(a) 梁 结构 与 荷载 (b) Baa 





Fa=10kN c 
Fs=28kN Fo=10kN Fp=10kN 


(c) CD 分 离 体 及 作用 状态 





2.5 12 12.5 
(d) MM 图 (单位 :kN:m) (e) Fa 图 (单位 :kN) 
3.14 例 3-5 





【 解 】 O) 绘制 层 琶 图 。 由 几何 组 成 分 析 可 知 ，AC 段 为 基本 部 分 ，CD 段 为 附属 部 
分 ， 梁 的 层 琶 图 如 图 3. 14(b) 所 示 。 











(2) 求 约束 反 力 。 取 CD 段 为 分 离 体 [图 3. 14(c)]， 由 平衡 方程 可 求 得 CD 段 的 约束 
反 力 为 
Fo=10kN, Fe =0, Fe =10kN 
将 CD E: C 处 的 约束 反 力 反作用 于 AB E: F. [图 3.14(c)]， 青 由 平衡 方程 可 求 得 
AB 段 的 约束 反 力 为 





F. =0, Fa =10kN, Fa 一 28kN 
(3) 绘制 内 力图 。 因 为 梁 只 受 竖 向 荷载 作用 ， Fh, 一 0， 因 此 ， 梁 内 不 会 产生 轴 力 ， 梁 
的 内 力图 只 有 弯 和 矩 图 和 剪 力 图 。 把 梁 分 成 AB、BC 和 CD 三 段 ， 各 控制 截面 上 的 弯 和 矩 为 


Ma=0 
Ma 一 FA,X6 一 4X6 X3=—12(kN * m) 
Mc=0 
ME 一 Fe X2.5 —qX2.5 X1.25 = 12, ENK m) 
MDp 王 0 








利用 区 段 乔 加 法 ， 绘 出 梁 的 弯 和 矩 图 如 图 3. 14(d) 所 示 %- 仍 把 梁 分 成 AB、BC 和 CD = 
段 ， 各 控制 截面 上 的 前 力 为 
Fis =F, —qX6=—14kÑN MN Foc =Fcy=10kN 

利用 微分 关系 法 ， 绘 出 梁 的 前 力图 如 图 3.14(e) 所 示 。 前 力图 上 A、B 和 DD 处 有 突 
A. 突变 的 值 分 别 等 于 该 处 所 受 集中 力 的 大 小 。 

3. 多 跨 静 定 梁 的 受 力 特 征 

图 3. 15(a) 所 示 的 多 跨 简 支 梁 ， 在 均 布 荷载 q 帮 用 下 ， 支 座 处 的 弯 矩 为 零 ， 跨 中 弯 矩 
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(yd) 
3.15 多 跨 静 定 梁 


前 定 结构 受 力 分 析 





RAKHE. SERE 3. 15(b) 所 示 。 若 用 图 3.1500 Arar hy EFES E h — F; e E Wb 


ERRER 3. 15(a) 所 示 的 多 跨 简 支 梁 , 在 同样 的 荷载 作用 下 ， 其 弯 矩 图 则 如 图 3. 15(d) 
所 示 。 随 着 两 个 中 间 贸 到 支 座 B 或 C 的 距离 a 的 增加 ， 中 间 支 座 BB、C 的 负 变 和 矩 会 随 之 
增 大 ; 可 证 明 当 a==0.1716l 时 ， 边 跨 AB 或 CD 所 产生 的 最 大 正 弯 矩 等 于 中 间 支 座 B 或 
C 的 支 座 负 弯 矩 ， 即 Ms 二 Ms 二 0.0858gql*。 将 这 一 弯 和 矩 结果 与 图 3. 15(b) 比 较 ， 可 知 三 路 
铵 接 静 定 梁 的 最 大 弯 矩 要 比 简 支 梁 的 最 大 弯 矩 小 31.3%%， 前 者 的 弯 矩 分 布 更 为 均匀 。 究 其 
原因 是 因为 多 跨 静 定 梁 中 布置 了 外 伸 悬 臂 梁 的 缘故 ， 它 一 方面 减少 了 附属 部 分 的 跨度 ， 另 
一 方面 又 使 得 外 伸 臂 上 的 荷载 对 基本 部 分 产生 负 弯 矩 ， 由 于 支 座 处 负 弯 矩 的 存在 ， 阻 止 了 
杆 件 在 支 座 处 产生 较 大 的 转角 ， 故 也 减少 了 杆 件 跨 中 的 挠 曲 变形 ， 从 而 部 分 抵消 了 跨 中 荷 
载 所 产生 的 正 弯 和 矩 ， 使 跨 中 截面 的 正 弯 矩 减 少 。 因 此 ， 多 跨 铵 接 静 定 梁 较 相 应 的 多 跨 简 支 
静 定 梁 更 节省 材料 ， 但 其 构造 要 复杂 些 ， 施 工 的 难度 也 相应 增加 。 





























| 3.2 静 定 平面 刚 架 及 其 受 力 分 析 


静 定 平面 刚 架 一 般 由 直 杆 组 成 ， 刚 架 中 的 结 点 全 部 或 部 分 是 刚 结 点 。 常 见 的 静 定 平面 
BMB, AEW CK 3. 16(a)]、 简 支 刚 抽 EE 3. 16(b)]、 三 铵 刚 架 [图 3.16(c)] 以 及 


它们 的 组 合 。 





12 水 泥 友 站 
WENA O 简 支 刚 架 CETE 


图 3.16 和 静 定 平面 刚 架 


求解 刚 架 截面 内 力 的 基本 方法 是 截面 法 ， 静 定 平面 刚 架 内 力 正 负 号 规定 如 下 : 

(1) 轴 力 : 杆 件 受 拉 为 正 ， 受 压 为 负 。 

(2) 剪 力 : 使 分 离 体 顺 时 针 方 向 转动 为 正 ， 反 之 为 负 。 

(3) BHE: 其 正 向 可 以 任意 假设 ， 但 规定 弯 矩 图 要 画 在 杆 件 受 拉 的 一 侧 。 

为 了 区 分 汇 交 于 同一 结 点 的 不 同 杆 端的 杆 端 力 ， 用 内 力 符号 加 两 个 下 标 ( 杆 件 两 端 结 
点 编号 ) 来 表示 杆 端 力 ， 如 用 Ms 表示 刚 架 中 AB IFE B 3009 2538. 

静 定 平面 刚 架 分 析 的 步骤 ,一般 是 先 求 出 支 座 反 力 ， 青 求 出 各 杆 控制 截面 的 内 力 ， 然 
后 再 绘制 各 杆 的 弯 矩 图 和 刚 架 的 内 力图 。 绘 制 刚 架 内 力图 时 ， 先 将 刚 架 拆 成 若干 个 杆 件 ， 
由 各 杆 件 的 平衡 条 件 求 出 各 杆 的 杆 端 内 力 ， 再 利用 杆 端 内 力 分 别 作出 各 杆 件 的 内 力图 ， 最 


37 








后 将 各 杆 件 的 内 力图 合 在 一 起 就 得 到 刚 架 的 内 力图 。 
【 例 3-6】 分 析 图 3.17(a) 所 示 刚 架 内 力 。 






































图 3.17 例 3-6 图 


【 解 】 ”(1) 求 支 座 反 力 。 按 图 3. 17(a) ， 由 平衡 方程 求 得 











1 3 
Fax =qa, Fa = yqa, Fo, 2 qa 











(2) fE M 图 。 
BC 杆 隔 离 体 如 图 3. 17(b) BR. OEC B> M: =0, 14 


1 £ 
Mec = yqa (下 侧 受 拉 ) 








BC 杆 的 弯 矩 图 可 以 借助 简 支 梁 BC 按 闭 加 法 作出 ,如 图 3. 17(c) 所 示 。 
AB 杆 隔离 体 如 图 3. 17(d) 所 示 ， 由 平衡 方程 站 Ms 二 0, 得 








RE PERDEI 





1 
Ma 一 了 ga ( 右 侧 受 拉 ) 


AB 杆 的 弯 和 矩 图 可 以 借助 简 支 梁 AB 按 释 加 法 作出 ， 如 图 3. 17(e) 所 示 。 将 二 杆 的 弯 矩 图 
合并 ， 可 得 到 刚 架 的 弯 矩 图 ， 如 图 3. 17(f) 所 示 。 
G) 作 Fo 图 。 由 图 3.17(b) 、(d) 分 别 对 BC. BA 二 杆 写 出 投影 方程 ， 并 分 别 求 得 








1 
Fosc => qa, Fosa =0 


将 二 杆 的 前 力图 合并 ， 可 得 刚 架 的 前 力图 如 图 3.17(g) 所 示 。AB 杆 中 点 有 集中 力 ， 
剪 力图 有 突变 。 

(4) fE Fs 图 。 由 图 3.17(b)、(d) 分 别 求 得 

FNac 一 0， Faa=— qa 

由 此 绘 出 刚 架 的 轴 力 图 如 图 3. 17(h) 所 示 。 

(5) 内 力图 校 核 。 取 结 点 B 为 分 离 体 ， 其 上 杆 端的 三 个 内 力 值 可 以 从 内 力图 如 图 3. 17 
(f)、(g)、(h) 上 得 到 ， 结 点 B 的 受 力图 如 图 3. 176i) 所 示 。 可 知 结 点 B 满足 平衡 条 件 ， 
计算 结果 无 误 。 

【 例 3-7] 试 绘制 图 3.18(a) 所 示 刚 架 的 内 力图 。 






Fpi=40kN 








(b) M 图 (单位 :kNm) 






















































































(c) Fa 图 (单位 :kN) (d) FN 图 (单位 :kN) 
图 3.18 例 3-7 图 


【 解 】 O 求 支 座 反 力 和 约束 力 。 

ABCD 是 该 结构 的 基本 部 分 ,而 DFE 则 是 附属 部 分 。 先 从 附属 部 分 着 手 ， 用 截面 
I—I [图 3.18(a)] 把 DFE 部 分 作为 隔离 体 取 出 ， 如 图 3. 19 所 示 。 作 用 在 此 附属 部 分 
上 的 外 力 ， 除 荷载 g 外 ,还 有 支 座 反 力 FE, MED 处 基本 部 分 对 它 的 约束 力 Fon Foys 
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而 荷载 Fe 视 为 作用 于 基本 部 分 ABCD 上 。 根据 该 隔离 体 的 平衡 条 件 ， 可 求 得 




















Fe, =40kN( f), Fp =80kN(—), Fp, =40kN( i) 









| es 
Fp=60kN | 
p=80kN D 
A chet? c 
u l: |° 
(a) (b) 
图 3.19 DEF 隔离 体 图 3.20 ABCD 隔离 体 
再 取 基本 部 分 ABCD 为 隔离 体 ， 如 图 3. 20( 弘 所 示 。 其 上 外 力 除了 荷载 Fw Fo 和 
支 座 反 力 FA, 、Fa,、Fi,、Fi, 外 ,还 有 附属 部 分 传 来 的 约束 力 Foy, Foes SA, HT 
简化 计算 , H2 M =0 MEM =0 的 平衡 条 件 ， 可知 C、D 两 端的 剪 力 都 为 零 ， 故 只 有 
沿 杆 轴 方 向 的 力 Fxcv 和 下 wve [图 3。20CB)]J， 这 种 杆 件 称 为 二 力 平衡 杆 件 ， 简 称 二 力 杆 。 
由 于 杆 CD 是 二 力 杆 ， 故 可 判明 支 座 C 处 的 反 力 只 可 能 是 竖 向 的 ， 即 水 平反 力 Fi 等 于 
零 。 这 样 ， 在 隔离 体 ABCD- 上 的 未 知 反 力 就 只 剩 下 下 x, 、/F ,和 Fc,。 利 用 该 隔离 体 的 平 
衡 条 件 ， 可 求 得 
Fzp¿=40kKN(—), Fa, =40kN(42, Fe =—20kN( 1) 
(2) fE M 图。 
FREASA F: 
杆 AB: M. = 0. Mpa = 40 X 10' X 4N * m = 160 X 10°N * m = 160kN * m( 左 侧 
受 拉 ) 。 
杆 BD: Meo 一 Mss 二 160kN。，m( 上 方 受 拉 ),， Mp =0. 
杆 CD: Meco 王 Mrc 一 0。 
杆 EF: Mer=0， Me =+ X20X10'X4 N * m=160X10°N * m=160kN * mA M 
受 拉 ) 。 
杆 DF: Mor=0，Mro= 王 Mrr 王 160kN。m( 上 方 受 拉 ) 。 
由 此 绘 出 M 图 .如 图 3. 18(b) 所 示 。 
G) fE Fa 图 。 
先 求 各 杆 杆 端 剪 力 如 下 : 


下 as 一 Fa 一 一 FA 一 一 40kN， Fans =F aps = Fa =40kN 
Foco = Fase =0 
Fore =20X10'X4=80X10'=80(kN), Farr =0 
Fopr =F oro = —F y, = —40kN 


E 静 定 结构 受 力 分 析 





由 此 绘 出 Fa 图 ， 如 图 3. 18(c) 所 示 。 
(4) fE F. 图 。 
先 求 各 杆 杆 端 轴 力 如 下 : 

F sas =F yga =— F ay = —40kN 

F xep =F ypg = — F a — F p, = —80kN 

F yco =F xoc = =20kN 

Fyer = Fyre = —F gy = —40kN 

F xor =F sro = — F y, =—80kN 
由 此 绘 出 Fs 图 ， 如 图 3. 18(d) 所 示 。 


(5) 校 核 。 
取 刚 结 点 B. F 为 隔离 体 ， 如 图 3. 21(a)、(b) 所 示 ， 可 知 均 满足 M 二 0。 取 刚 架 横 


梁 为 隔离 体 ， 如 图 3. 21(c) 所 示 ， 由 FF, =0 MEF, =0 分 别 可 得 
> F,=40X10:'+40X10'—80xX40x0 
EF, =40X10°—60X 10° —20 X10940 X10" =0 
可 知 所 得 Fo 图 和 下 、\ 图 均 无 误 。 
























| 60kN 
160kN-m 160kN-m 4OkN. B p ' 
ar JF " IF 
yS zp 一 人 40kN sokN—— 
160kN-m 160kN-m T 160kNm 20kN wass 
(a) (b) 40kN Ye) 40kN 
图 3.21 校 核 图 


【 例 3-8】 试 绘制 图 322(a) 所 示 三 铵 刚 架 的 内 力图 。 







































































(© Fo 图 (单位 :kN) | (d) 所 图 (单位 :kN) 
3.22 例 3-8 
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【 解 】 (1) 求 支 座 反 力 。 从 整体 平衡 条 件 可 得 
EMs=0, Fa. =36kN( t) 
EMA=0, F,,=12kN( 1) 
DRS; F.e=E;, 
再 取 刚 架 右 半 部 分 BEC 为 隔离 体 ， HM C =0 可 得 
6. 5Fm —12X10°X6=0 
所 以 
Fa, =11. 077X10 N=11.077kN(<), Fa =11. 077kN(—>) 
(2) fE M 图 。 各 杆 端 弯 矩 为 
Man =0 
Mpa =Mp =11. 077X 10° X4. 5=49. 847 X 10° =49. 841(KN +m) (外 侧 受 拉 ) 
Meo =0, Me =0 
Mes =M =11. 077X 10° X4. 5=49. 847X 10° =49)847 (kN e m) (外 侧 受 拉 ) 
Me =Q 
由 此 绘 出 M 图 ， 如 图 3. 21(b) 所 示 。 其 中 杆 ;DC 的 M Etk K Bz 88 JI EB, HEP 
点 弯 和 矩 值 为 
= X49. 847X 10+ X8X 106 HL.077X1ON * m 王 11.077kN . m (下 侧 受 拉 ) 


(3) 作 Fo 图。 

杆 AD WHH., 显然 有 Forin 二 Fom = — Es, ST 11.077kN, # $F DC， 若 利用 
截面 一 侧 外 力 去 求 杆 端 前 为 ， 则 投影 关系 比较 复杂 ,此 时 可 直接 截取 杆 CD 为 隔离 体 [图 
3. 23(a)]， 利 用 力矩 平衡 条 件 求解 。 由 Me 三 0 得 


1 
6. 325F opc —49. 847X 10'—-7 X8X 10 X6 一 0 


故 
F onc =30. 648 X 10° N=30. 648kN 
HEM =0 得 
6. 325Fan + + X8x 10° X 6° —49. 847X 10° =0 
故 
Fac =—14. 886 X10:N=—14. 886kN 
同 理 可 得 


F ose =F orr =11. 077kN 
Farc =F oce =—7. 881kN 
由 此 绘 出 Fa 图 ， 如 图 3. 22(c) 所 示 。 
(4) fE F. 图 。 
对 于 AD 和 BE 杆 的 轴 力 ， 显 然 有 
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(c) (d) 
3.25 Hanka 


拱 式 结构 的 基本 特点 是 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 在 拱 支 座 会 产生 水 平 推力 。 图 3. 26(a) 所 
示 为 三 贸 拱 受 竖 向 荷载 作用 时 的 支 座 反 力 情况 ， 由 拱 的 C 点 以 左 部 分 对 铵 C 的 力矩 平衡 
HEEM =0 可 知 ，A 支 座 除 有 竖 向 反 力 Fv 外， 还 产生 向 右 的 推力 Fus 而 对 于 图 
3.26(b) 所 示 的 有 拉杆 三 铵 拱 ， 推 力 就 是 拉杆 内 的 拉力 。 











图 3.26 拱 结构 受 力 特点 


拱 的 各 部 分 名 称 如 图 3. 27 所 示 。 三 铵 拱 通 常 在 拱 顶 处 设置 匀 。 拱 身 各 截面 形 心 连 线 
称 为 拱 轴线 ， 构 成 拱 的 曲 杆 称 为 拱 肋 ， 拱 的 两 个 底 捷 称 为 拱 趾 ， 两 拱 趾 间 的 水 平 距离 称 为 
拱 的 跨度 ， 两 拱 趾 的 连 线 称 为 起 拱 线 ， 拱 顶 至 起 拱 线 之 间 的 竖 直 距 离 称 为 拱 高 或 撩 高 ， 拱 
高 与 跨度 之 比 称 为 高 跨 比 ;两 拱 趾 在 同一 水 平 线 上 的 拱 称 为 平 拱 ， 不 在 一 条 水 平 线 上 的 拱 
称 为 斜 拱 。 












t IB Pe 
Ç Ç 
Dh N, +Ë DU 
A h) B x A Zh 了 一 
j 跨度 ” tikte 
一 一 -| 
(a) 等 高 三 铵 拱 OFFA ER 


图 3.27 拱 结构 组 成 


3.3.1 SEEE JJ Vr K 


图 3. 28(a) 所 示 三 铵 拱 共 有 四 个 支 座 反 力 ， 以 整体 为 分 析 对 象 有 三 个 独立 平衡 方程 ， 
Eth RTA E C SEAE. MAE C 一 侧 隔 离 体 的 力矩 平衡 ， 从 而 可 以 建立 四 个 
静 力 平衡 方程 求解 。 

取 与 拱 具有 相同 跨度 且 承 受 相同 竖 向 荷载 的 简 支 梁 ( 称 为 等 代 梁 ) 进 行 对 比 ， 如 图 3. 28 





(b) 所 示 。 首 先 考 虑 拱 的 整体 平衡 ， 由 Ma 二 0 和 之 Ms =0， 可 求 得 拱 的 支 座 竖 向 反 力 
如 下 : 


1 
Fva=— (Fmbi +Fixb;) 








t 
1 (3 一 4) 
下 va =T (Frai T Feas ) 
将 上 述 值 与 图 3. 28(b) 中 的 简 支 梁 对 比 ， 显 然 应 有 
F> =F 
| mA E (3-5) 
Fvs=Fvs 
即 拱 的 竖 向 反 力 与 对 应 简 支 梁 的 竖 向 反 力 相同 。 
dı 
a h 
a bz 
Fp 
B 
|=, 
P 
F} Facosp 
Tit Füsing 
Fusing 
Fu 
(o) (d) (e) ®© 


图 3.28 =+ 


HEF, =0 可 知 ， 
Fu =F =Fu 
AP, Fu 表示 该 推力 的 数值 ， 支 座 A # B 的 水 平反 力 大 小 相等 、 方 向 相反 。 为 求 出 该 推 
Jf. TRIS etr gz C 弯 和 矩 为 0 的 条 件 ， 即 
EMc=0 
HEBE C 右 侧 拱 上 的 竖 向 荷载 和 支 座 B 的 反 力 ， 上 式 可 写 为 
Fuli—Fmdi—Fauf=0 

即 
_ Fuali—Fndi 

一 7 
上 式 右边 项 的 分 子 部 分 为 C 点 左边 所 有 坚 向 力 对 C 点 的 力矩 代数 和 ， 等 于 简 支 梁 相 应 截 





s 


sang 


pu, 





面 C HSE., UM 代表 简 支 梁 截面 C HSE, WERTH 
Pu (3-6) 
由 式 (3-6) 可 知 ， 在 给 定 的 荷载 作用 下 ， — 0948 J) o EB 0 H tE K 3. (m 


拱 高 f 成 反比 。 拱 的 高 跨 比 ( 矢 跨 比 )f/i 越 大 则 推力 Fu 越 小 ， 反 之 则 推力 Fu RK. 





3.3.2 HU JJ U YE 





支 座 反 力 求 出 后 ， 即 可 用 截面 法 求 任意 截面 的 内 力 ， 如 按 图 3. 28， 求 拱 结构 指定 截面 
D 的 内 力 。 在 计算 中 ,我 们 借用 简 支 梁 相应 截面 D 的 弯 和 矩 M° MH Fa. WE 3. 28(c) 
所 示 。 图 3. 28(d) 所 示 为 三 铵 拱 截面 D 左边 的 隔离 体 ， 截 面 D 的 内 力 不 但 有 弯 矩 M， 还 
有 水 平 力 Fu( 等 于 拱 的 支 座 推力 ) 和 竖 向 力 F&， 后 两 个 力 可 由 投影 方程 了 FF, 一 0 MEF, =0 
求 得 ;而 弯 矩 M 通过 对 DD 点 (截面 D 的 形 心 ) 列 力矩 平衡 方程 求 得 ， 即 
M=M':'—Fuy (3-7) 
IF, y 为 了 点 到 AB 直线 的 垂直 距离 。 弯 矩 M 以 使 拱 的 内 面 产 生 拉 应 力 为 正 。 
图 3. 28(e) 所 示 为 设计 中 使 用 的 内 力 分 量 ， 剪 为 Fa 与 截面 D 处 轴线 的 切线 垂直 ， 而 
轴 力 Fs 与 轴线 的 切线 平行 。 将 图 3. 28(d) 中 的 竖 向 力 Fü 和 水 平 力 Fa 按 图 3.28(f) 加 以 
分 解 ， 即 可 得 到 前 力 Fa 和 轴 力 Fue BI 
Fo=Fücose—Fusine (3-8) 








Fx=Fousing—Fucosp 0395 

式 中 ，9 为 截面 D 处 轴线 的 切线 与 水 平 线 所 成 的 锐角 

此 处 截面 的 剪 力 以 使 拱 的 小 段 顺 时 针 方向 转动 为 正 ， 轴 力 以 拉力 为 正 。 应 用 式 (3 - 8) 
和 式 (3 -9) 时 ， 对 拱 的 左 半 ， gy 取 正 值 ， 在 拱 的 右 半 o 取 负 值 。 式 (3-7) 一 式 (3- 9) 即 为 
竖 向 荷载 作用 下 D 截面 的 内 力 计算 公式 。 

由 上 述 分 析 ,~ 可 知 三 角 拱 受 力 特点 如 下 : 

(1) 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 梁 没有 水 平反 力 ， 而 拱 则 有 水 平 推力 。 

(2) 由 式 (3 -9) 可 知 ， 由 于 水 平 推力 的 存在 ， 三 铵 拱 截面 上 的 弯 矩 比 简 支 梁 小 。 弯 矩 
的 降低 ， 使 拱 能 更 充分 地 发 挥 材料 的 受 压 性 能 。 

(3) 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 梁 的 截面 内 没有 轴 力 ， 而 拱 的 截面 内 轴 力 较 大 ， 且 一 般 为 
压力 。 

总 体 来 说 ， 拱 比 粱 能 更 有 效 地 发 挥 材料 的 受 压 性 能 ， 因 此 ， 适 用 于 较 大 的 跨度 和 较 重 
的 荷载 。 由 于 拱 主要 是 受 压 ， 因 而 便于 利用 抗 压 性 能 好 而 抗 拉 性 能 差 的 材料 ， 如 砖 、 石 、 
混凝土 等 。 但 拱 既 有 其 优点 ， 同 样 也 存在 不 利 的 因素 。 拱 既然 受到 向 内 的 推力 作用 ， 也 就 
给 基础 施加 了 向 外 的 推力 ， 所 以 拱 的 基础 比 梁 的 基础 要 大 。 因 此 ， 用 拱 作 屋 项 时 ， 都 使 
带 拉杆 的 三 铵 拱 ， 以 减少 对 墙 或 柱 的 推力 。 

【 例 3- 9】 试 绘制 图 3. 29(a) 所 示 三 铵 拱 的 内 力图 。 已 知 拱 轴 为 一 抛物 线 ， 当 坐标 原 
点 设 在 支 座 A 处 时 ， 拱 轴线 方程 为 





















































y= rn) 
【 解 】 支 座 的 竖 向 反 力 和 相应 简 支 梁 反 力 相同 ， 容 易 求 得 
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第 3 副 ” 静 定 结构 受 力 分 析 





X8x 16X 
Fa, sx, 4X8 D 6X4 28(kN) 


16X(8 十 4) 十 4X8X4 
Fr =F 20(kN) 


16 
ARG -OTRA 




















_20X8 一 16X4 
4 
绘 出 内 力图 ， 可 将 拱 跨 分 出 若干 等 份 ， 然 后 列表 求 出 各 分 点 截面 上 的 内 力 值 。 现 如 
图 3. 29(a) 所 示 将 拱 沿 水 平方 向 分 出 8 等 份 ， 以 分 点 2、6 截面 为 例 ， 说 明 其 内 力 计 算 
方法 。 


一 24(kN) 








Fp=16kN 


k 
NG 





“ | Fay N 4 | 


(a) 拱 结构 与 荷载 (b) 分 点 2 处 隔离 体 (c) 分 点 6 处 隔离 体 


2.0, 20 









8.0 8.0 





(d) M 图 (单位 :kN-m) (e) Fa 图 (单位 :KN) 


° 
E 
S 
bA 


(f) Fw 图 (单位 :kN) 
3.29 例 3-9 图 


分 点 2、6 截面 的 横 坐标 分 别 为 zx: 一 4m，xzs 一 12m， 由 拱 轴 方程 可 得 



































_4f dy 4f 
y: SSS x:)=3m, tang: de E (1—27x;)=0.5 
4f dy 4f 
v 2 T6 re) ` ç z xe) ` 
x= T G —= 3m. tang z| T (一 2z 0. 5 


由 此 可 得 
9 一 26"34'， pe =—26°34' 
分 点 2、6 截面 上 的 内 力 可 采用 隔离 体 方法 求 得 ， 如 图 3. 29(b) 、(c) 所 示 ， 计 算 如 下 ， 
M,.,=M:—Fuy: =80—24X3=8(kN * m) 
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下 一 (FA 一 gza)cosp: 一 Fasinpz 一 (28 一 4X4)X0. 894 一 24X0.447 一 0(kN) 
Fu = (Fa, qx: )sing: + Fucose; =(28—4X 4) X0. 447+24X0. 894=26. 8(kN) 
分 点 6 处 因 有 集中 荷载 的 作用 ,截面 上 的 剪 力 和 轴 力 均 有 突变 ， 所 以 需 分 别 求 出 分 点 
左 侧 和 右 侧 截面 的 前 力 F&s 、F& 和 轴 力 FS... FS: 
M,=M;—Fuy i =80—24X3=8(kN * m) 
Fu = (F F ny )cosgs —Fusing, =(16—20) X 0. 894—24 X (—0. 447)=7. 15(kN) 
Fh F ny cosg; —Fusings 20X0. 894—24X (—0. 447)=—7. 15(kN) 
Fs =(Fp—F n, sings +F ucosgs =(16—20) X (—0. 447) +24X0. 894=23. 24(kN) 
Fs =—F py sings + Fucose, = —20X ( —0. 447) +24 X 0. 894=30. 4(kN) 
其 余 分 点 截面 上 的 内 力 可 按 相 同 的 方法 计算 。 根 据 各 分 点 计算 结果 可 以 画 出 三 铵 拱 的 
弯 和 矩 图 、 剪 力图 和 轴 力 图 ， 如 图 3. 29(d)、(e)、(f) 所 示 。 
由 例 3 -9 的 分 析 可 以 看 出 ， 三 铵 拱 与 对 应 的 简 支 粱 对比 SE MR et yaa 
2、6 截面 的 弯 矩 均 为 8&kN，。m， 而 相应 简 支 梁 的 上 述 截面 的 弯 矩 值 均 为 80kN + m)。 还 可 
以 看 出 ， 三 铵 拱 弯 和 矩 的 下 降 完 全 是 由 于 推力 造成 的 。 因 此 ， 在 竖 向 荷载 作用 下 存在 推力 ， 
是 拱 式 结构 的 基本 特点 。 为 此 ， 拱 式 结构 称 推力 结构 - 












































3.3.3 Eñ (y PI Ah 


当 拱 的 压力 线 与 拱 的 轴线 重合 时 ， 各 截面 形 心 到 合力 作用 线 的 距离 为 零 ， 则 各 截面 弯 
和 矩 为 零 ， 只 受 轴 力 作用 ， 正 应 为 沿 截面 均匀 分 布 , 拱 处 于 无 弯 矩 状态 。 这 时 材料 的 使 用 最 
经 济 。 在 固定 荷载 作用 下 使 拱 处 于 无 弯 矩 状态 的 轴线 、 称 为 合理 拱 轴线 。 
于 受 竖 向 荷载 作用 的 三 贸 拱 ， 由 式 (3= 7) n] #l 
M=M'—Fuy 
当 为 合理 拱 轴 线 时 ， 按 上 述 定义 有 
M=M'°'—Fuy=0 


> 


由 此 可 得 到 合理 拱 轴线 的 方程 为 
M’ 

Jm (3-10) 
这 说 明 对 于 竖 向 荷载 作用 下 的 三 铵 拱 ， 合 理 拱 轴线 的 竖 向 坐标 y 应 等 于 简 支 梁 弯 和 矩 M° 与 
支 座 推力 Fu 的 比值 。 因 为 当 三 个 拱 铵 的 位 置 给 定 后 ， 三 铵 拱 的 支 座 推力 Fn 便 确 定 了 ， 
所 以 只 要 求 出 相应 简 支 梁 的 弯 矩 ， 除 以 Fa 即 可 求 得 三 铵 拱 的 合理 拱 轴线 。 
【 例 3-10】 设 三 铵 拱 承受 沿 水 平方 向 均匀 分 布 的 竖 向 荷载 ， 如 图 3. 30 所 示 ， 求 其 合 
理 拱 轴线 。 

【 解 】 由 式 (3 - 10) 知 








_ M° 
Y Fa 
= BE Ht Br XF pu fa) 3 E CE] 3. 31) 89 2 $E Jy FE J 
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M° Far) 
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图 3.30 3-100 图 3.31 等 代 梁 图 
三 贸 拱 的 支 座 推力 为 
Me_ae 
Fu f “sf 
从 而 可 得 拱 的 合理 拱 轴线 方程 为 
一人 (一 =) (8 = 113 


式 (3-11) 表 明 ， 三 铵 拱 在 沿 水 平 线 均匀 分 布 的 坚 向 荷载 作用 下 ， 合 理 拱 轴线 是 二 次 
抛物 线 。 

【 例 3-11】 设 在 三 铵 拱 的 上 面 填 十 : 填 土 表面 为 一 水 平面 ， 如 图 3. 32 所 示 。 试 求 在 
填 土 重 量 下 三 铵 拱 的 合理 拱 轴线 小 设 填 土 的 容重 
为 Y， 拱 所 受 的 竖 向 分 布 荷载 为 gCr) 二 gq 十 7 ，y。 

【 解 】 本 题 的 特点 是 分 布 荷载 的 集 度 与 拱 轴 
线形 状 有 关 ， 因 而 M° 无 法 事先 求 得 ， 所 以 不 能 直 
接 套 用 式 (3 -10) 求 得 拱 的 合理 拱 轴 线 。 ,为 此 将 等 
代 梁 的 弯 和 矩 对 守 微分 两 次 ， 并 注意 到 q 以 向 下 为 


ax) q 











LM £ wa 
正 ， 可 得 5 全 一 9， 从 而 得 到 合理 拱 轴 线 的 微分 a + ri 
方程 为 图 3.32 例 3-11 图 
M° _ q(x) 
dz? Fu 


因 本 例 中 为 计算 方便 将 坐标 原点 取 在 拱 项 处 ， 并 取 > 轴 方向 向 下 ， 故 上 式 右边 应 该 取 
正 号 ， 即 





dz’ Fu 
将 式 (3-10) 对 + 微分 两 次 ,并 将 上 式 及 分 布 荷 载 集 度 qr) =q +y ° y RAER. 
可 得 


解 此 微分 方程 得 


y=Acosh [Bs Bsinh sss 
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san 
式 中 ,常数 A # B 可 由 边界 条 件 确定 如 下 : 
当 x 二 0 时 ，y 二 0， 从 而 得 


A= 
y 
dy 
当 z 一 0 时 ， 忽 一 0， 从 而 得 
B=0 


于 是 可 得 三 铵 拱 的 合理 拱 轴线 方程 为 


一 下 /区 
yy (cosh Fn? 1) 


上 述 分 析 表 明 ， 在 填 土 重量 作用 下 ， 三 铵 拱 的 合理 拱 轴线 是 一 条 悬 链 线 。 


| 3.4 ëm E 


3.4.1 静 定 平面 桥架 的 特点 及 组 成 


析 架 结构 是 指 只 受 结 点 荷载 作用 的 直 杆 、 铵 接 体系 ， 在 实际 工程 中 有 广泛 的 应 用 。 
图 3. 33 和 图 3. 34 所 示 为 常见 的 屋 架 < 桥梁、 体育馆 等 大 跨度 结构 所 采用 的 析 架 型 式 及 实例 。 




















图 3.33 常见 术 架 型 式 





图 3.34 术 架 结构 型 式 及 实例 


RE 和 静 定 结构 受 力 分 析 





梁 和 刚 架 承受 荷载 后 ， 主要 产生 弯曲 内 力 ， 截 面 上 的 应 力 分 布 是 不 均匀 的 ， 因 而 材料 
的 性 能 不 能 充分 发 挥 。 三 铵 拱 由 于 有 推力 ， 弯 和 矩 小 而 轴 力 大 ， 截 面 上 的 应 力 分 布 比 较 均 
匀 。 桥架 是 由 杆 件 组 成 的 格 构 体系 图 3. 35(a)]， 当 荷 载 只 作用 在 结 点 上 时 ， 各 杆 只 有 轴 
J [图 3.35(b)]， 由 材料 力学 可 知 ， 轴 向 受 拉 或 受 压 杆 件 的 任 一 截面 mw 一 n 上 的 应 力 为 均 
匀 分 布 [图 3. 35(c)]， 并 能 同时 达到 极限 应 力 ， 故 材料 的 效用 可 得 到 充分 发 挥 。 因 而 桥架 
与 截面 应 力 不 均 匀 的 梁 [图 3.35(d)、(e)] 相 比 ， 材 料 应 用 较为 经 济 且 自 重 更 轻 ， 所 以 术 
架 是 大 跨度 结构 常用 的 一 种 形式 。 






































S 六 


td) (e) 
图 3.35 ZAHI 055 htc e 


实际 枯 架 的 受 力 情 着 比较 复杂 ， 求 枯 架 杆 件 的 内 力 时 必须 对 实际 术 架 做 必要 的 简化 。 
通常 在 杭 架 的 内 力 计算 中 采用 下 列 假定 : 

(1) 栓 架 的 结 点 都 是 光滑 的 贸 结 点 

(2) 各 杆 的 轴线 都 是 直线 并 通过 匀 的 中 心 

(3) 荷载 和 支 座 反 力 都 作用 在 结 点 上 

柏 架 的 杆 件 布置 必须 满足 几何 不 变 体系 的 组 成 规律 。 根 据 几 何 构造 的 特点 ， 静 定 平面 
梅 架 可 分 为 以 下 三 类 : 

(1) RHR: 由 基本 铵 接 三 角形 或 基础 开始 ， 依 次 增加 二 元 体 所 组 成 的 柏 架 ， 如 
图 3. 36 所 示 。 


NA SS, 
a FE 


图 3.36 HHR 
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(2) KAHR: 由 几 个 简单 桩 架 联合 组 成 几何 不 变 的 匀 接 体系 。 K 3.37, T, T 
两 部 分 都 是 简单 术 架 ， 用 铵 A 和 链 杆 BC 连接 在 一 起 便 组 成 一 个 联合 术 架 。 因 为 BC 不 通 
过 贸 A， 这 个 术 架 是 几何 不 变 且 无 多 余 约 束 的 体系 。 

(3) BAR: 凡 不 属于 前 两 类 的 顶 架 均 为 复杂 术 架 ， 如 图 3. 38 所 示 。 复 杂 格 架 的 
几何 不 变性 往往 无 法 用 两 刚 片 或 三 刚 片 规则 来 判别 分 析 ， 需 用 其 他 方法 予以 判别 。 


图 3.37 KAHR 图 3.38 S Mi E 





3.4.2 结 点 法 


为 了 求 得 杭 架 各 杆 的 轴 力 ， 可 以 截取 顶 架 中 的 一 部 分 为 隔离 体 ， 考 虑 隔离 体 的 平衡 ， 
建立 平衡 方程 ， 由 平衡 方程 解 出 杆 的 轴 力 s 如 果 隔 离 体 只 包含 一 个 结 点 ， 这 种 方法 称 为 结 
点 法 。 为 了 避免 解 联 立 方程 ， 采 用 结 点 法 时 ， 每 次 截取 的 结 点 ， 作 用 其 上 的 未 知 力 应 不 多 
于 两 个 。 

【 例 3-12】 图 3.39( 可 所 示 为 一 个 施工 用 托 架 的 计算 简 图 ， 求 图 示 荷 载 下 各 杆 的 












轴 力 。 
6kN 
| 8kN 只 | | 8kN | SRN SKN | 
Ra A E E G B Frac 
mea 2 == 
á I9kN | = 
< 
Fy | ha 
' > < = Bav 
(a) 计算 简 图 (b) 4 结 点 受 力图 
=34. 
js Fen = E 
zap 
—3kN c Fscz kuu 
Fap Fap 
|= ` |Z Fang. 
> 
D 
(c) C 结 点 受 力图 (d) D 结 点 受 力图 


图 3.39 例 3-12 图 
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RE 欧 定 结构 受 力 分 析 





【 解 】 O) 此 检 架 属于 简单 克 架 ,几何 组 成 分 析 如 下 : 在 刚 片 BGF 上 依次 加 入 二 元 
体 , 得 EE、D、C、A 结 点 ， 因 此 ， 结 点 求解 顺序 为 A、C、D、…。 当 然 ， 这 并 不 是 唯 
一 的 组 成 和 求解 顺序 。 

(2) 该 杭 架 的 支 座 约束 只 有 3 个 ， 因 此 ， 取 整体 作为 隔离 体 ， 利 用 平衡 条 件 可 求 出 全 
部 支 座 反 力 。 对 支 座 结 点 B OB. HEM, =0 可 得 

Fa, X4.5—8X4.5—8X3—6X2.25—8X1.5=0 

解 得 Fay 二 19(kN)。 

再 列 竖 向 投影 平衡 方程 站 ,二 0 得 
FAy 十 Fuw 一 8 一 8 一 6 一 8 一 8 一 0 
将 Fh, 代入 ,可 解 得 Fs, 二 19kN。 

最 后 由 水 平 投影 方程 之 F,=0 得 下 ,一 0。 

(3) 按照 求解 顺序 ， 取 结 点 A 作为 隔离 体 ， 如 图 3. 39(b) 所 示 从 由 之 FF,=0 得 

0.5 






































F sap X — 19+8=9 
mp- J0. 51 F1. 5? 
解 得 F sap =34.8(kN), 
H 3F469280F2 F, 二 0 可 得 
1.5 
F sac RA ES 33(kN) 
(4) 再 取 结 点 C 作为 隔离 体 ， 如 图 3: 39(c) 所 示 ， 由 之 忆 ,=0 得 
F xcp +8=0 


解 得 Fxcp 三 一 8C(kN) 。 由 平衡 方程 之 F ,一 0 可 得 Ese T —33kN., 
(5) 取 结 点 D 作为 隔离 体 ， 如 图 3. 39(d) 所 示 , 油光, 二 0 得 
0.5 0.5 





Fpe X 一 2 8=0 
V0. 5° +0. 757 V0. 于 十 1. 52 


将 Fna RAS 可 解 得 For 一 一 5.4(kN) 。 
由 平衡 方程 学 F, =0 得 


1.5 07 
Fror — Fu X— H F nr X— I 一 37.5CkN) 
0, 5" 115" qO; 5-0, 75 


类 似 地 ， 可 求解 其 他 各 杆 的 内 力 ， 此 处 不 再 熬 述 。 

在 用 结 点 法 进行 计算 时 ， 注 意 以 下 三 点 ， 可 使 计算 过 程 得 到 简化 ， 

(1) 利用 对 称 性 。 由 于 桦 架 和 荷载 都 是 对 称 的 ， 因 此 ,处 于 对 称 位 置 的 两 根 杆 具有 相 
同 的 轴 力 ， 也 就 是 说 ， 梅 架 中 的 内 力也 是 对 称 分 布 的 。 因此， 只 需 计算 半边 检 架 的 轴 力 ， 
另 一 边 杆 件 的 内 力 可 由 对 称 性 直接 得 到 。 例 3 -12 中 可 看 出 A 水 平反 力 为 0， 所以， 只 需 
要 计算 其 中 一 半 ， 另 一 半 利 用 对 称 性 得 到 。 

(2) 利用 结 点 单 杆 与 零 杆 。 仅 切取 某 结 点 为 隔离 体 ， 并 且 结 点 连接 的 全 部 杆 件 内 力 未 
知 ， 仅 用 一 个 平衡 方程 可 求 出 内 力 的 杆 件 称 为 结 点 单 杆 。 利 用 这 个 概念 ， 根据 荷载 状况 可 
判断 此 杆 内 力 是 否 为 零 ， 零 内 力 杆 简称 零 杆 。 图 3. 40 给 出 了 一 些 零 杆 情形 ， 说 明 如 下 

O 不 共 线 的 两 杆 组 成 的 结 点 上 无 荷载 作用 时 ， 该 两 杆 均 为 零 杆 ， 如 图 3. 40(a) 所 示 ; 

O 不 共 线 的 两 杆 组 成 的 结 点 上 有 荷载 作用 时 ， 若 有 一 杆 与 荷载 共 线 ， 则 另 一 杆 必 为 
零 杆 ， 如 图 3. 40(b) 所 示 ; 
























































© 三 杆 组 成 的 结 点 上 无 荷载 作用 时 ， 若 其 中 有 两 杆 共 线 ， 则 另 一 杆 必 为 零 杆 ， 如 
图 3. 40(c) 所 示 。 

















Fn:=0, 
Bo E 2 Fy he a 
Fyi=F Fm L Fa 
Fi=0 Rs 
(a) (b) (c) 
图 3.40 零 杆 情形 图 图 3.41 内 力 与 尺寸 的 比例 关系 








G) 利用 斜 村 内力 与 尺寸 的 比例 关系 。 如 图 3. 41 所 示 ， 在 列 平 衡 方 程 时 ， 可 以 把 斜 
杆 的 轴 力 Fs 分 解 为 水 平分 力 Fx, WEHI Fso Fs, Fun ss 与 杆 长 ! 及 其 在 水 平 轴 
和 竖 向 轴 上 的 投影 4,、!, 有 如 下 比例 关系 : 

Fx Fu _ Fy 
T k E 
用 分 力 Fyen Fu 代替 Fse n| DA # fF ERRET AS i fi 0 及 其 三 角 函 数 , 减少 了 工 


作 量 。 























3.4.3 截面 法 


截面 法 是 用 截面 切断 拟 求 内 力 的 杆 件 ， 从 术 架 中 截 出 一 部 分 为 隔离 体 (隔离 体 包含 两 
个 以 上 的 结 点 ， 所 作用 的 力 系 为 平面 一 般 力 系 ). -利用 平面 一 般 力 系 的 三 个 平衡 方程 ， 计 
算 所 切 各 杆 中 的 未 知 轴 力 。 如 果 所 切 各 杆 中 的 未 知 轴 力 只 有 三 个 ,它们 既 不 相交 于 同一 
点 ， 也 不 彼此 平行 ， 则 用 截面 法 即 可 直接 求 出 这 三 个 未 知 轴 力 。 因 此 ， 截 面 法 最 适用 于 下 
列 情况 : 

A) 联合 柱 架 的 计算 ; 

(2) 简单 机 架 中 少数 杆 件 的 计算 。 

在 计算 中 ， 仍 先 假设 未 知 轴 力 为 拉力 。 计 算 结果 如 为 正 值 ， 则 实际 轴 力 就 是 拉力 ， 如 
为 负 值 ， 则 是 压力 。 为 了 避免 解 联 立方 程 ， 应 注意 对 平衡 方程 加 以 选择 。 

【 例 3-13] 试 求 图 3. 42(a) 所 示 抛 物 线 顶 架 在 所 示 荷 载 作 用 下 的 指定 杆 1、2、3、14 
的 轴 力 。 

【 解 】 此 抛物 线 杭 架 属于 简单 枯 架 。 

(1) 取 整 体 作为 隔离 体 ， 利 用 平衡 条 件 可 求 出 全 部 支 座 反 力 。 对 左 支 座 A APE. h 
XM, =0 44 














Foy X17700—2 X 2850—2 X 5850—1X8850=0 
解 得 Foy =1.48(kN). 
再 由 竖 向 投影 方程 之 F,=0 得 
Fa Fo —1—2ż—2—1=0 
代入 Fe, 后 可 解 得 F, =4.52(kN), 
最 后 由 水 平 投影 FF, 二 0 得 F. 二 0。 
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1! 1 U — 5 
1 c ld 1515 Š 
2850 | 3000 |. 300 | 3000 Ai 3000 | 2850 
4.52kN 17700 1.48kN 
(a) 计算 简 图 (单位 :mm) 
2kN UN 
| Fyz Fac} D 
Fy; 
Fa 
Fyi 
4.S2kN Fa d 
(b) 隔离 体 图 一 (c) 隔离 体 图 三 (d) 隔离 体 图 三 


图 3.42 例 3-13 图 


(2) 用 截面 将 术 架 从 1、2、4 杆 处 切断 ， 取 隔离 体 如 图 3. 42(b) 所 示 。 


对 C 点 (2、4 杆 件 交点 ) 取 和 矩 六 由 力 和 矩 平衡 条 件 卫 M0 可 求 出 1 杆 内 力 : 


F yi X2480 二 (FA 一 1)X5850 十 2 多 3000 一 0 
解 得 FN =5.87(kN); 


IF e 点 (1、 皇 杆 件 交点 ) 取 和 矩 ， 由 力矩 平衡 条 件 也 M. =0 可 求 出 2 杆 内 力 。 为 计 


算 2 杆 轴 力 对 < AMIRE, 需 先 求 得 力 辟 Ce 点 到 2 杆 距离 ， 用 c2 表 示 ): 
c2=cCXsinLeCB 
因为 


所 以 有 
c2=cC X sinZcCB =2480 X0. 952=2360. 4(mm) 
再 列 c 点 力矩 平衡 方程 交 M. 一 0 得 
Fyz X2360.4 十 (Fw 一 1)X5850 一 2X3000=0 
解 得 Fv 一 一 6.18(kN) 。 


上 述 直 接 计算 力 臂 的 方法 较为 复杂 ， 也 不 直观 。 较 为 简便 的 方法 是 : 根据 已 知 的 杆 


长 ,将 2 杆 内 力 在 C 点 沿 坐标 轴 方 向 分 解 ， 如 图 3. 42(c) 所 示 ， 可 得 


3000 2480 一 1515 
Fa=Fu Xg Fa Fe X 3017 





对 杆 BC 和 cq 延长 线 交点 ( 设 为 KK 点 ) 取 矩 ， 可 求 4 杆 内 力 。 交 点 K 到 < 点 的 距离 由 


55 





所 给 杆 长 几何 关系 (相似 三 角形 ) 求 得 如 下 : 
2480 一 1515 _ 2480 


3000 K< 





fB Ke=7709. 84(mm), 
据 此 列 K s Jy EF 822 Mk 一 0 如 下 : 
Fu XKc 二 CFA 一 1)X(Kc 一 5850) 一 2X (Kc—3000)=0 
代入 力 臂 和 反 力 值 ， 解 得 Fs 二 0. 373(kN)。 
(3) 用 截面 将 术 架 从 CD 、3、1 杆 截断 ， 取 右边 部 分 为 隔离 体 ， 如 图 3. 42(d) 所 示 。 
可 以 看 出 : 

















imzZcap— 84 — 3000 _ 
sinc CdD === 3892 "y 4 
将 3 杆 内 力 在 d 点 沿 坐标 轴 方 向 分 解 ， 对 D 点 取 和 矩 ,“ 竖 向 分 力 无 力矩 可 列 D 点 力 


矩 平 衡 方程 如 下 : 





(FsssinZ CdD +F vy) X2800— F/X 8850=0 
代入 各 已 知 数据 后 可 解 得 F ss =— 1. 54(kN)。 


3.4.4 联合 法 
在 栅 架 计算 中 ， 有 时 联合 应 用 结 点 法 和 截面 法 更 为 方便 ， 凡 需 同 时 应 用 结 点 法 和 截面 


法 才能 确定 杆 件 内 力 时 ， 相 应 方法 称 为 联合 法 。 
【 例 3- 14】 试 求 图 3.43(a) 所 示 术 架 中 杆 件 < 2 b 的 内 力 。 


aL 











D'i C 


6x4m=24m 











(b) 
图 3.43 例 3-14 图 


【 解 】 先 求 出 支 座 反 力 。 求 杆 a 的 内 力 时 ， 作 截面 工 一 工 并 取 其 以 左 部 分 为 隔离 体 ， 
如 图 3. 43(b) 所 示 。 由 于 此 截面 截断 了 四 根 链 杆 ， 仅 由 该 隔离 体 并 不 能 解 出 四 根 杆 件 的 未 
知 内 力 ， 故 由 其 他 的 隔离 体 算 出 其 中 某 一 个 未 知 力 或 找 出 其 中 某 两 个 未 知 力 的 关系 ,使 该 





截面 只 含有 三 个 独立 的 未 知 量 后 ， 才 能 进一步 计算 。 巾 结 点 K 的 平衡 条 件 光 FF, 二 0 可 得 
知 Fs Fw， 或 下 。 F., ，F。 一 F。 。 再 考察 图 3.43(b) 所 示 隔 离 体 ， MEF, =0 
可 得 














Tep 一 下 。 =0 
g as D 
或 
2p,, =0 
3 
S 1 
故 可 得 Fw 一 一 个 Fr 
由 比例 关系 可 得 
5 5 
Fx =— FrX3 If 
Pih Mp =0 可 得 
=$. Fe, X 
Fw 6 3 =. JEF 


值得 指出 , R Fu Br. AAA DRAR A RD. B H — H dR. hE A f 
捷 。 此 外 ， 除 杆 之 外 ， 其 余 三 杆 都 通过 D a> h EM =0 可 得 


所 得 结果 一 致 。 
3.4.5 各 类 平面 梁 式 杭 架 比较 


不 同 桐 架 形式 ,其 内 力 分 布 和 应 用 范围 也 不 同 ， 下 面 就 最 常用 的 三 角形 术 架 、 平 行 弦 
检 架 及 抛物 线形 桩 架 的 受 力 情 况 进 行 比较 .。 图 3. 44 所 示 为 这 三 种 检 架 在 下 弦 承 受 相 同 均 
布 荷载 (图 中 已 化 为 结 点 荷载 下 = 二 1) 时 ,各 杆 所 产生 的 内 力 。 由 图 可 见 ， 弦 杆 的 外 形 对 于 
桥架 杆 件 内 力 的 分 布 有 很 大 的 影响 。 从 这 三 种 检 架 的 内 力 分 布 情况 ， 可 以 得 出 如 下 结论 : 

(1) 三 角形 梅 架 的 内 力 分 布 不 均匀 ， 其 弦 杆 的 内 力 近 支 座 处 最 大 ， 这 使 得 每 一 个 结 点 
的 弦 杆 要 改变 截面 ， 因 而 增加 拼接 的 困难 ， 如 采用 同样 的 截面 ， 则 造成 材料 的 浪费 。 此 
外 ， 端 结 点 构造 复杂 ， 制 造 困 难 ， 这 是 因为 弦 杆 在 端点 处 形成 锐角 ， 且 其 内 力 很 大 。 但 
是 ， 因 其 两 面 斜坡 的 外 形 符合 普通 黏土 瓦屋 面 对 坡 度 的 要 求 ， 所 以 ,在 跨度 较 小 、 坡 度 较 
大 的 屋 盖 结 构 中 多 采用 三 角形 术 架 。 

(2) 平行 弦 棉 架 的 内 力 分 布 不 均匀 ， 艾 杆 内 力 向 路 中 递增 ， 若 设计 成 各 节 间 杆 截面 
不 一 样 ， 每 一 节 间 改变 截面 ， 就 会 增加 拼接 困难 ; 若 采 用 相同 的 截面 ， 又 浪费 材料 。 但 由 
于 它 在 构造 上 有 许多 优点 ， 如 可 使 结 点 构造 统一 、 腹 杆 标准 化 等 ， 因 而 仍 得 到 广泛 采用 ， 
但 多 限于 轻型 榭 架 ， 这 样 便于 采用 相同 截面 的 弦 杆 而 不 致 有 很 大 的 浪费 。 厂房 中 多 用 于 
12m 以 上 的 吊车 梁 ， 桥 粱 中 多 用 于 50m 以 下 的 跨度 结构 。 

(3) 抛物 线形 棉 架 的 内 力 分 布 均匀 ， 在 材料 使 用 上 最 为 经 济 ， 但 是 其 上 弦 杆 在 每 一 节 
间 的 倾角 都 不 相同 ， 结 点 构造 较为 复杂 ,施工 不 便 。 在 大 跨度 的 结构 中 ,例如 100 一 150m 
的 桥梁 和 18 一 30m 的 屋 架 ， 因 节约 材料 的 意义 较 大 而 常 被 采用 。 
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(a) 三 角形 析 架 


=25 -4.0 45 














(c) PRHE 
图 3.44 不 同形 式 格 架 的 内 力 状况 


| 3. 5 静 定 组 合 结构 


组 合 结构 是 指 由 若干 受 弯 杆 件 和 链 杆 混合 组 成 的 结构 。 图 3. 45 和 图 3. 46 所 示 均 为 静 
定 组 合 结构 的 例子 。 组 合 结构 常用 于 房屋 建筑 中 的 屋 架 、 吊 车 梁 和 桥梁 的 承重 结构 上 。 


钢筋 混凝土 g 





OF 





图 3.45 S+ E 图 3.46 刚 架 十 析 架 


TE PERDEI 





AAH A H 9 + iB sk HHR R. E 3. 46C) A 98 H 8128 BJ B A tE 
3.45 和 图 3.466), (OHRA HHRH AEA HÉR. 

合 结构 中 包含 两 类 杆 件 : 

) 链 杆 : 二 力 直 杆 ， 两 端 完全 铵 接 ， 杆 上 无 横向 荷载 作用 ， 横 截面 内 力 分 量 为 











bad 
— s Pm ES 





轴 力 。 

(2) ZB: @ 横 向 荷载 作用 的 直 杆 ( 直 梁 )， 横 截面 内 力 分 量 一 般 有 弯 矩 和 剪 力 ， 
如 图 3.46(a) 中 1-4 和 4-7 杆 ; 加 梁 式 杆 、 折 杆 或 带 有 不 完全 铵 的 两 端 匀 接 杆 件 ， 横 截 
面 内 力 分 量 一 般 有 弯 和 矩 、 剪 力 和 轴 力 ， 如 图 3.45(b) 中 1-4、4-7 杆 , 图 3.46(b) 中 1- 
3、9-11 杆 , 图 3.46(c) 中 1-3、6-8 杆 。 

分 析 静 定 组 合 结构 ， 一般 是 用 截面 法 和 结 点 法 联合 求解 。 求 解 组 合 结构 时 应 注意 以 下 
方面 : 

O) 尽量 避免 截 开 梁 式 杆 ， 因 为 M、Fa。、F、 未 知 量 太 多 ”不便 求 解 ; 

(2) 尽量 截 开 轴 力 杆 ， 先 求 轴 力 杆 或 截断 联结 饺 ， 求 相互 联结 力 ; 

(3) 如 果 截 断 的 全 是 链 杆 ， 则 关于 术 架 的 计算 方法 及 结论 可 以 适用 。 

【 例 3-15】 求 图 3.47 所 示 组 合 结构 的 内 力 。 


4=10kNim y 
4 AHL AV 


NE E 


4m | 4m 


图 3.47 例 3-15 图 


















4m 








【 解 】 在 组 合 结构 中 ， 杆 AC、CB 为 梁 式 杆 ， 其 余 杆 为 链 杆 。 由 于 荷载 和 结构 都 是 
对 称 的 ， 故 可 取 一 半 结 构 计算 。 
(1) 求 支 座 反 力 。 由 对 称 性 有 
Fa =F, = =80kN 


A, 1 二 16m， 即 水 平 全 长 。 
(2) 求 链 杆 的 轴 力 。 取 工 一 工 截面 左边 部 分 为 分 离 体 ， 如 图 3. 48(a) 所 示 ， 由 平衡 方 
B> Mc =0 44 





Fro X (4m)— F, X (8m) +q X (8m) X (4m)=0 
解 得 F eo =80kN, 
结 点 E 为 分 离 体 ， 如 图 3. 48(bDR. H3E@DFE >F, =0 得 

F ge —F ra cos45°=0 





解 得 F ra =113. 1kN; 
WEF, =04 
F ga sin45°+F ep =0 
解 得 Fro 二 一 80kN。 
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q=10kN/m g=10kN/m 
È 
2 Fea80kN 


4=113.1k) 
Fs=80kN Fep—80kN Fo=0 





(c) 杆 4C 的 受 力 


4 -80 E 





E 
(d) M 图 (单位 :KN-m) (e) Fo 图 (单位 :kN) (f) FN 图 (单位 :kN) 
3.48 分离 体 图 


O 求 梁 式 杆 的 内 力 。 仍 取 了 工 一 工 截 面 左 边 部 分 为 隔离 体 ， 如 图 3. 48(a) 所 示 ， 由 平 
衡 方 程 学 F, ==0 得 
Es PF =0 
解 得 Fo =F ro =80kN; 
HEF, =0 得 
Fe, +F —q X (8m)=0 


解 得 Fc, 一 0。 
根据 梁 式 杆 AC 的 受 力 ， 如 图 3. 48(c) 所 示 》 计算 各 控制 截面 上 的 内 力 如 下 : 
Md—=0 
M 了 中 三 Moc 王 一 4X(4m)X(2m) 一 一 80kN。m (EWER 
Mco =0 


Foap =F 4 —F ra cos45°=0 











Fona =F a —F ra cos45°—q X (4m) =—40kN 
Fonc =q X (4m) =40kN 
Fano =0 

B C 的 水 平反 力 Fi, 即 为 杆 AC 的 轴 力 Fxac， 即 Fvac 二 一 80kN。 

求 得 各 控制 截面 上 的 内 力 后 ， 可 绘 出 内 力图 ， 如 图 3. 48(d)、(e)、(f) 所 示 。 该 组 合 
结构 左 、 右 两 部 分 内 力 相 同 。 

组 合 结构 中 ， 巾 于 链 杆 的 存在 ， 改 善 了 梁 式 杆 的 受 力 状态 。 本 例 若 使 用 同 跨度 、 同 荷 
RERE, WRKY M... — La —320kN m, RAHI Fos 一 80kN 。 显然, 组 
合 结构 的 最 大 弯 矩 和 最 大 剪 力 要 比 相应 简 支 梁 小 得 多 。 

【 例 3-16】 绘制 图 3. 49(a) 所 示 斜 拉 桥 组 合 结构 的 内 力图 。 
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45° 
š 
ET TT 
Fa 1 3 4 b 6 
i 24m ET 
+ OSHAR 
Fyz 






介 、 90kN/m 
L YOL LTTT3 


3024 a80kN-m 


人 (NM 及 FN 图 
1129.09kN 


746.60kN 





1188.41kN 
1570.9kN 


(d) Fo 图 
图 3.49 例 3-16 图 


【 解 】 (1) 求 支 座 反 力 。 取 整体 为 分 离 体 ， 受 力 分 析 如 图 3. 49(a) 所 示 ， 由 平衡 条 件 
XM, =0 得 








Fraicos45° X66+90X48X42—F;, X66=0 (a) 
截取 匀 5 以 左 为 分 离 体 ， 如 图 3. 49(b) 所 示 。 由 平衡 条 件 忆 M; =0 得 
Fwacos45*X33 十 Fwasin45"X24 十 90X33X16.5 一 Fi,X33 一 0 (b) 


联 解 式 (a) 、(b) 且 利用 Fu 二 Fw ， 可 求 得 Fw 二 2458. 08kN( 拉 ),，F;, =4487. 22kN( $). 
由 图 3. 49(b) 的 投影 平衡 方程 求解 如 下 : 

O YF,=0: 下 ,一 Fwasin45" 一 1738. 13kN( 一 ) 。 

© DF,=0; Fas, 一 一 Fa, 十 Fwacos45" 十 90X33 一 220. 91kN( $). 

由 图 3. 49(a) 所 示 整 体 的 投影 平衡 方程 求解 如 下 : 
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O XF.=0; Fu 一 Fu 一 Fu 一 2458.08kN( 拉 ) 。 
© EF,=0: Fi,=2Fwscos45°+90X48—F,, =3309. 03kN( $), 
(2) 由 结 点 2 的 平衡 条 件 求解 如 下 : 





db 

O EF, =0; pa =p PS = ss: O8kN=2896. 88kN( 拉 ) 。 
cosa 2 3 

© DF,=0: Fn =—(Fyncos45°+F pyn sina) =—4055. 63kN( 压 )。 





由 结 点 8 的 平衡 条 件 同 理 可 得 : 


si 455 Š 
sis -2 x = X 2458. 08=2896. 88kN( 拉 ) 








F yss =F yss 


cosa 
F yrs = — 4055. 63kN( 压 ) 


(3) 求 组 合 结构 中 梁 式 杆 35、57 的 杆 端 剪 力 ， 并 作 M 图 ,| 标 出 各 二 力 直 杆 的 轴 力 ， 
如 图 3. 49(c) 所 示 ; 梁 式 杆 35 、57 的 剪 力 如 图 3. 49(d) 所 示 % 


| 3. 6 静 定 结构 总 论 


以 上 讨论 的 粱 、 刚 架 、 枯 架 、 拱 以 及 组 合 结构 都 是 静 定 结构 ， 几 何 构造 都 是 无 多 余 联 
系 的 几何 不 变 体系 。 计 算 时 无 论 怎样 截 ** 拆 静 定 结构 ， 所 得 全 部 分 析 对 象 上 的 未 知 量 总 数 
恒 与 能 列 出 的 独立 平衡 方程 个 数 相 等 。 因此， 静 定 结构 的 静 为 平衡 方程 组 存在 唯一 的 一 组 
静 定 结构 的 基本 静 力 特性 是 ， 满足 平衡 条 件 的 内 力 解答 是 唯一 的 。 由 此 基本 特性 ， 可 
以 推出 静 定 结构 的 一 般 特 性 如 下 。 
(1) 静 定 结构 的 约束 反 力 和 构件 内 为 与 纵向 形状 有 关 ， 而 与 构件 横 截 面 的 材料 性 质 、 
ER, NTER: 
由 于 静 定 结构 的 反 力 和 内 力 是 只 用 静 力 平衡 条 件 就 可 以 确定 的 ， 而 不 需要 考虑 结构 的 
变形 条 件 ， 所 以 ， 静 定 结构 的 反 力 和 内 力 只 与 荷载 、 结 构 的 几何 形状 和 尺寸 有 关 ， 而 与 构 
件 所 用 的 材料 、 截 面 的 形状 和 尺 才 无关。 如 图 3.50 所 示 的 不 同 截 面 形 式 的 简 支 梁 ， 在 荷 
载 和 跨度 相同 的 情况 下 ， 即 使 截面 尺寸 不 同 ， 结 构 的 约束 反 力 和 构件 内 力 都 一 样 。 




















Fp Fp 
EI 2EI EI 
12 12 
— — 一 -| 
FF- 一 一 ~ e y 
(a) (b) 


图 3.50 静 定 结构 一 般 特性 (一 ) 


(2) 制造 误差 、 温 度 改变 和 支 座 移动 等 因素 在 静 定 结构 中 不 引起 内 力 。 

如 图 3. 51(a) 所 示 的 受制 造 误 差 影 响 的 三 铵 拱 ， 图 3. 51(b)、(c) 所 示 的 受 温度 改变 和 
支 座 位 移 影响 的 甚 臂 梁 和 简 支 梁 ， 由 于 结构 没有 多 余 约 束 ， 当 产生 温度 改变 或 支 座 不 均匀 
沉降 时 ， 仅 发 生 虚 线 所 示 的 变形 ， 而 不 产生 反 力 和 内 力 。 


EBE ERDEI 


(a) CPZBt(BDSiR22) 6) 悬 肾 梁 (温度 改变 ) — (c) 简 支 梁 ( 支 座 移动 ) 
图 3.51 静 定 结构 一 般 特性 (二 ) 





(3) 静 定 结构 的 局 部 平衡 特性 : 在 荷载 作用 下 ， 如 果 静 定 结构 中 的 某 一 局 部 可 以 与 荷 
载 平 衡 ， 则 其 余部 分 的 内 力 必 为 零 。 

如 图 3. 52(a) 所 示 ， 简 支 梁 的 CD 段 为 一 几何 不 变 部 分 时 ， 作 用 有 平衡 力 系 ， 则 只 有 
该 部 分 产生 内 力 ， 其 余 梁 段 AC、BD 段 没有 内 力 和 反 力 产生 ; 又 如 图 3. 52(b) 所 示 结 构 ， 
平衡 力 系 作用 在 三 s: A 则 只 有 该 部 分 杆 件 产 
生 轴 力 ， pa 























(b) 
s. 3.52 静 定 结构 的 局 部 平衡 特性 


(4) 静 定 结构 的 荷载 等 效 特性 : . 当 关 定 结构 的 一 个 几何 不 变 部 分 上 的 荷载 做 等 效 变换 
i De 

所 谓 等 效 变换 ， 是 指 由 一 组 荷载 变换 为 另 一 组 荷载 ， 且 两 组 荷载 的 合力 保持 相同 。 
力 相 同 的 荷载 通常 称 为 等 效 荷 载 。 如 图 3. 53(a) 所 示 。 术 架 在 荷载 2F, 作用 下 ， 若 把 2F, 
进行 等 效 变换 ， 等 效力 系 的 结果 如 图 3. 53(b) 所 示 * WR AB 段 的 受 力 状态 发 生变 化 外 ， 
其 余部 分 的 内 力 和 反 力 保持 不 变 。 


De 


(b) 
图 3.53 静 定 结构 的 荷载 等 效 特性 





(5) 静 定 结构 的 构造 变换 特性 ， 当 静 定 结构 的 一 个 内 部 几何 不 变 部 分 做 构造 变换 时 ， 
其 余部 分 的 内 力 不 变 。 

例如 ,图 3. 54(a) 所 示 的 检 架 。 若 把 AB 杆 换 成 图 3. 54(b) 所 示 的 小 桩 架 AB ， 而 作 
的 荷载 和 端 部 A. B 铵 的 约束 性 质保 持 不 变 ， 则 在 做 上 述 组 成 的 局 部 改变 后 ， 只 有 AB 部 
分 的 内 力 发 生变 化 ， 其 余部 分 的 内 力 和 反 力 保持 不 变 。 



































(b) 
图 3.54 静 定 结构 的 构造 变换 特性 
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本 章 主要 讲述 静 定 粱 与 静 定 刚 架 的 内 力求 解 和 内 力图 的 绘制 及 三 铵 拱 、 静 定 平 面 枯 
架 、 组 合 结构 的 组 成 和 受 力 特点 ， 重 点 是 掌握 绘制 弯 和 矩 图 的 登 加 法 及 内 力图 的 形状 特征 、 
绘制 谊 开 图 的 技巧 、 多 跨 静 定 梁 的 几何 组 成 特点 和 受 力 特点 ， 能 恰当 选取 隔离 体 和 平衡 方 
程 计算 静 定 结构 的 内 力 。 本 章 还 论述 了 三 铵 拱 的 受 力 特性 和 合理 拱 轴 线 的 分 析 方法 ， 以 及 
如 何 运用 结 点 法 、 截 面 法 和 联合 法 分 析 静 定 平面 析 架 与 组 合 结构 的 内 力 。 


思 考题 


3.1 什么 是 截面 法 ?截面 的 内 力 ( 轴 力 、 剪 力 和 弯 抢 ) 的 正 负 是 如 何 假定 的 ? 

3.2 结构 的 基本 部 分 与 附属 部 分 是 如 何 划分 的 ? 荷载 作用 在 结构 的 基本 部 分 上 时 
在 附属 部 分 是 否 引 起 内 力 ? 当 荷载 作用 在 附属 部 分 时 ， 在 所 有 基本 部 分 是 否 都 会 引起 
内 力 ? 

3.3 ”什么 是 区 自生 加 法 ， 静 定 刚 架 内 力图 的 绘制 有 哪些 步 又? 

3.4 如 果 刚 架 的 某 结 点 上 只 有 两 个 杆 件 ， 且 无 外 力 偶 作 用 ， 结 点 上 两 杆 的 弯 矩 有 何 
关系 ? 如 有 外 力 偶 作 用 ， 这 种 关系 存在 吗 ? 

3.5 三 匀 拱 的 主要 受 力 特点 是 什么 ? 三 铵 拱 屋 加 中 常 加 拉杆 ， 为 什么 ? 

3.6 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 三 铵 拱 的 支 座 反 力 和 庚 的 支 座 反 力 有 什么 区 别 ? 三 铵 拱 的 
内 力 和 梁 的 内 力 有 和 什么 区 别 ? 

3.7 在 跨度 和 竖 向 荷载 都 相同 的 条 件 下 "HE A ps f 变化 ( 增 大 或 减 小 ) 时 ， 
拱 的 推力 Fr 是 怎样 变化 的 ? 

3.8 为 什么 三 铵 拱 比 梁 更 能 发 挥 材料 的 作用 ? 什么 是 三 铵 拱 的 合理 拱 轴线 ? 

3.9 理想 顶 架 的 基本 假设 是 什么 ? 为 什么 在 这 三 条 假设 下 检 架 杆 件 只 有 轴 力 ? 

3.10” 杭 架 的 几何 组 成 类 型 有 几 种 ”是 怎样 分 类 的 ? 

3.11 在 计算 覆 架 结构 内 力 时 ， 为 什么 一 般 先 判别 零 杆 和 某 些 杆 件 的 内 力 ? EENT 
架 轴 力 前 ， 如 何 迅速 判断 零 杆 ， 使 计算 简化 ? 

3.12 用 截面 法 计算 检 架 时 ， 怎 样 建立 平衡 方程 可 避免 解 联 立方 程 ? 

3.13 零 杆 既 然 不 受 力 ， 为 何在 实际 结构 中 不 能 把 它 去 掉 ? 

3.14 怎样 识别 组 合 结构 中 的 链 杆 ( 二 力 杆 ) 和 受 弯 杆 件 ? 组 合 结 构 的 计算 与 检 架 的 计 
算 有 何不 同 之 处 ? 




















3-1 选择 题 
(1) 图 3. 55 所 示 术 架 结 构 杆 1 的 轴 力 为 ( Jla 


64 


EBE PEREDAM 





A. VZF B. —/2 F, C. VZFe/2 D: —/2 FP /2 
(2) 图 3.56 所 示 结 构 Mpc ( 设 下 侧 受 拉 为 正 ) 为 ( Js 
A. —Fpa B. Fpa © —Fya 7 D: Fea/2 

Fp Fp 





图 3.55 习题 3-1 (1) 图 图 3.56 习题 3-1 (2) 图 


(3) 在 径 向 均 布 荷载 作用 下 ， 三 铵 拱 的 合理 轴线 为 ( X 

A. AMR B. 抛物 线 C. BER D. 正弦 曲线 
(4) 图 3. 57 所 示 两 结构 及 其 受 载 状态 ,它们 的 内 为 符合 ( Ja 

A. FHA. HRE B. AHE. #77 

C. SERE. H+ D， 弯 矩 不 同 ， 轴 力 不 同 

(5) 图 3. 58 所 示 结 构 Fxpe ( 拉 ) 为 ( )Y 

A. 70kN B. 80kN C. 75kN D. 64kN 


P OKN/ 
Fp FA Fr 10kN/m 





4m 4m m dm, 
图 3.57 习题 3-1 (4) 图 图 3.58 习题 3-1 (5) 图 


3-2 填空 题 
(1) 在 图 3.59 所 示 结 构 中 ,无 论 跨度 、 高 度 如 何 变 化 ，Mecs 永远 等 于 M se 的 
倍 ， 使 刚 架 侧 受 拉 。 
(2) 对 图 3. 60 所 示 结 构 作 内 力 分 析 时 ， 应 先 计算 部 分 ， 再 计算 
部 分 。 








图 3.59 习题 3-2 (1) 图 图 3.60 习题 3-2 (2) 图 











N 
sung 
(3) SERT E RETF. HLEA 2 BJ (u wt 关 ， 与 拱 轴 形 
3-3 绘制 图 3. 61 所 示 单 跨 静 定 梁 的 M 图 和 Fo 图 。 
4kN ia WN 2kN/m y | SeN 
JA t B (s 4 GF D 了 
2m 2m 
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图 3.61 习题 3-3 图 





3-4 绘制 图 3.62 所 示 单 跨 梁 的 内 力图 。 
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(a) 
图 3.62， 习 题 3-4 图 


3-5 绘制 图 3.63 所 示 刚 架 的 内 力图 。 


10kN/m 











图 3.63 习题 3-5 图 


3-6 绘制 图 3. 64 所 示 多 跨 梁 的 内 力图 。 
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1 
janja 3m ln -| 3m =|-2。| l 3m | —2m, |. 2m, | 2m_|_2m, |_ 3m sjam] 
(o) (qd) 
3.64 习题 3-6 图 














3 -7 图 3. 65 所 示 抛物 线 三 金 拱 的 拱 轴 线 方程 为 y= 和 (一 x)， 1 二 16m， /—4m, 


(1) 求 支 座 反 力 ; 
(2) WIKI E WJ M. Fa, Fy. 
3-8 试 求 图 3. 66 MRA RAFE DM — zd kñ K 的 内 力 。 





图 3.65 习题 3-7 图 图 3.66 习题 3-8 图 


3-9 RENI 67 所 示 三 铵 拱 在 均 布 荷载 作用 下 的 合理 拱 轴线 方程 。 

3-10 图 3.68 所 示 一 抛物 线 三 铵 拱 ， £ C 位 于 抛物 线 的 顶点 和 最 高 点 。 试 求 ， 
(1) 支 座 反 力 ; 

(2) D, E 点 处 的 弯 矩 。 








图 3.67 习题 3-9 图 图 3.68 习题 3-10 图 
3-11 分 析 图 3.69 所 示 桥 架 的 组 成 规则 ， 判 断 其 类 型 。 


3-12 判断 图 3.70 所 示 检 架 的 零 杆 数量 。 
3-13 用 结 点 法 求 图 3. 71 RHR KETA 
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图 3.69 习题 3-11 图 


Fp Fp 
: N š Fe 
(a) X (b) 


图 3.70\， 习题 3-12 图 
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3.71 习题 3-13 图 


RE ” 静 定 结构 受 力 分 析 





3-14 用 截面 法 求 图 3. 72 所 示 术 架 中 指定 杆 的 轴 力 。 


4m 


ire Fe WF, Fe 
6x3m=18m -| 
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图 3.72 习题 3=44 图 


3-15 选用 较 简捷 的 方法 计算 图 3.73 所 示 检 架 中 指定 杆 的 轴 力 。 





je 4m a 4m ajn 








(d) 
图 3.73 习题 3-15 图 


3-16 试 求 图 3.74 所 示 组 合 结构 中 各 链 杆 的 轴 力 ， 并 绘制 受 弯 杆 件 的 内 力图 。 









20kN/m 














图 3.74 习题 3-16 图 
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第 外 总 


虚 功 原理 和 静 定 结构 位 移 计 算 


主要 讲述 变形 体系 的 虚 功 原理 、 位 移 计算 的 单位 荷载 法 和 图 乘法 ， 论 述 静 定 结构 在 荷载 作用 下 、 温 
度 变 化 时 和 支 座 移动 时 的 位 移 计 算 及 线 弹性 结构 的 互 等 定理 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 : 

(1) 掌握 变形 体系 的 虚 功 原理 ; 

(2) 掌握 位 移 计算 的 一 般 公式 及 单位 荷载 法 ; 

(3) 掌握 静 定 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计算 方法 


(4) 掌握 图 来 法 ; 


(5) 掌握 静 定 结构 在 温度 变化 和 支 座 移动 时 的 位 移 计 算 方法 3 


(6) 掌握 线 弹 性 结构 的 互 等 定理 。 


CE ) 


知识 要 点 


能 力 要 求 


相关 知识 





变形 体系 的 虚 功 
原理 


(1)4 了 解 质点 系 的 虚 功 原理 ; 

《2) 掌握 刚体 体系 的 庶 功 原理 ; 

(3) 掌握 变形 体系 的 虚 功 原理 ; 

(4) 了 和 解 变形 体系 的 睦 功 原理 推导 
过 程 


(1) 质 的 虚 功 原理 ; 

(2) 变形 和 位 移 ， 实 功 和 虚 功 ; 
(3) 刚体 和 变形 体 ; 

(4) 力 状 态 和 位 移 状 态 








位 移 计 算 的 一 般 公 


(1) 了 解 单位 荷载 法 的 定义 ; 
(2) 利用 虚 功 原理 构建 力 状态 和 位 
BRS: 


(1) 单位 荷载 法 ; 

(2) 实际 状态 和 虚拟 状态 ; 

(3) 理解 单位 荷载 法 计算 位 移 的 一 
般 公 式 ; 








式 及 单位 荷载 8 3) 掌握 平面 杆 系 结构 位 移 计 算 的 
式 及 单位 荷载 法 CD tatana CTE EE a 3. FRBSWE A, 
RAR; Ë > 义 位 叶 应 
w 字 握 广义 力 和 广义 位 移 的 定义 |o Wp e se m 
DALER: 
(1) 掌握 线 弹 性 结构 的 位 移 计 算 E o a 
92322 SA | SZ, (2) 线 弹 性 结构 位 移 计 算 公式 的 


用 下 的 位 移 计 算 方 法 


(2) 利用 公式 能 对 梁 、 刚 架 、 
组 合 结构 等 进行 位 移 计算 


推导 ; 
G) 梁 、 刚 架 、 顶 架 结构 位 移 的 
计算 





图 乘法 





(1) 理解 图 乘法 的 适用 条 件 ; 
(2) 理解 图 乘法 的 推导 过 程 ; 
(3) 掌握 图 乘法 的 应 用 





(1) 图 乘法 的 适用 条 件 和 推导 
过 程 ; 

(2) 常见 谊 矩 力 的 面积 和 形 心 ; 

(3) 内 力图 的 分 解 与 登 加 
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f ` 
të gl 15 
A 
( 续 ) 
知识 要 点 EHER 相关 知识 
Taa asang | (D ABRAR 
认定 结构 在 温度 变 naaar PRESANE] (2) agzeprisamesi 
化 和 支 座 移动 时 的 位 a . | 算 公式 的 推导 ; 
pre (2) 掌握 温度 变化 和 支 座 移动 时 位 Uke: PAA 
移 计算 方法 各 GO 温度 变化 和 支 座 移动 时 的 住 和 
计算 
ee (1) 功 的 互 等 定理 ; 

性 结 3 ü à 定 
APPS CO Tik h mira uo i | O pa pa m. Suma 
RR 互 等 定理 的 推导 ; a 

(3) 掌握 互 等 定理 的 应 用 Qayna 








大 本 概 全 


实 功 、 虚 功 、 广 义 力 、 广 义 位移 、 虚 功 原 理 、/ 涪 信 荷 载 法 、 图 乘法 、 互 等 定理 。 


Ds 


在 土木 工程 中 ， 所 有 的 结构 既 要 满足 强度 要 求 ， 也 要 满足 一 定 的 刚度 要 求 ， 结 构 的 刚度 是 用 结构 的 
位 移 来 衡量 的 ， 所 以 ， 结 构 的 位 移 计 算 就 显得 异常 重要 。 位 移 计 莫不 止 能 验算 结构 的 刚度 ， 同 时 也 能 为 
结构 的 动力 分 析 、 稳 定 分 析 和 超 静 定 结构 的 分 析 英 定 基础 。 








| 4.1 概 述 


任何 结构 在 荷载 或 其 他 外 部 因素 作用 下 ， 均 会 发 生 形 状 或 位 置 的 改变 。 将 结构 (或 其 
一 部 分 ) 形 状 的 改变 称 为 变形 ， 而 将 结构 上 各 截面 位 置 的 变化 称 为 位 移 ， 位 移 分 为 线 位 移 
和 角 位 移 。 图 4. 1(a) 所 示 刚 架 在 荷载 作用 下 发 生 如 虚线 所 示 的 变形 ,使 截面 A 的 形 心 从 
A 点 移 到 了 A' 点 ， 有 向 线段 AA' 称 为 A 点 的 线 位 移 ， 记 为 As， 水 平分 量 称 为 水 平 线 位 移 
Auw， 竖 向 分 量 称 为 竖 向 线 位 移 Aw ， 如 图 4. 1(b) 所 示 。 同 时 截面 A 还 转动 了 一 个 角度 ， 
称 为 截面 A 的 角 位 移 或 转角 ， 用 ps 表示 。 








(a) 变形 情况 (b) 位 移 情况 
图 4.1 结构 的 变形 与 位 移 
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RE 虚 功 原理 和 静 定 结构 位 移 计算 


除 荷 载 外 ， 还 有 其 他 一 些 因 素 如 温度 改变 、 支 座 移 动 、 材 料 收缩 、 构 件 几何 尺寸 的 制 
造 误 差 等 ， 也 会 使 结构 产生 位 移 。 

计算 结构 位 移 的 目的 如 下 : 

(1) 验算 结构 的 刚度 。 结 构 既 要 满足 强度 要 求 ， 也 要 满足 一 定 的 刚度 要 求 ， 结 构 的 刚 
度 是 用 结构 的 位 移 来 衡量 的 ,结构 在 施工 和 使 用 时 位 移 不 能 过 大 ， 否 则 影响 正常 施工 和 使 
日 。 而 要 控制 结构 的 位 移 ， 必 须 先 计 算 结 构 的 位 移 。 图 4. 2 所 示 三 孔 钢 杭 梁 进 行 悬 臂 拼装 
时 ， 在 梁 的 自重 、 临 时 轨道 、 吊 机 等 荷载 作用 下 ,悬臂 部 分 将 下 垂 而 发 生 竖 向 位 移 f4， 
若 f, 太 大 ， 则 帅 机 容易 深 走 ， 同 时 梁 也 不 能 按 设计 要 求 就 位 ， 因 此 必须 先行 计算 fa 
结构 的 竖 向 位 移 ) 的 数值 ， 以 便 采取 相应 措施 ,确保 施工 安全 和 拼装 就 位 。 在 工程 实际 中 ， 
结构 的 刚度 对 结构 的 安全 有 至 关 重 要 的 作用 ， 图 4. 3 所 示 均 为 由 于 结构 的 位 移 或 变形 过 大 
而 引起 结构 破坏 的 例子 。 






























































O) AIR 
图 4.3 工程 结构 变形 破坏 实例 


(a) 房屋 破坏 


(2) 为 计算 超 静 定 结构 做 准备 。 在 超 静 定 结构 内 力 计算 过 程 中 ， 单 赁 静 力 平衡 条 件 并 
不 能 求 出 全 部 内 力 ， 必 须 考 虑 变形 条 件 ， 而 考虑 变形 条 件 就 需要 计算 结构 的 位 移 。 

(3) 为 学 习 结 构 力 学 其 他 内 容 葛 定 基础 。 结 构 的 动力 计算 和 稳定 分 析 等 均 需要 结构 位 
移 的 计算 。 





| 4.2 虚 功 原理 


4.2.1 实 功 与 虚 功 











功 是 一 个 物理 量 ， 当 集中 力 F 的 大 小 、 方 向 不 变 时 ， 力 所 做 的 功 ， 等 于 力 与 其 作用 点 
沿 力 的 方向 上 的 位 移 A 的 乘积 ， 若 功用 W 表示 ， 则 有 
W=F*& (4-1) 
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大 小 不 变 的 力 偶 M 做 功 的 公式 为 
W=Mọ (4-2) 
结构 上 的 外 力 在 结构 位 移 上 所 做 的 功 ， 分 为 实 功 和 虚 功 两 种 。 
(1) 当 力 作用 在 弹性 物体 上 时 ， 力 在 其 本 身 引 起 的 位 移 上 所 做 的 功 称 为 实 功 。 如 
图 4.4(a) 所 示 悬 辟 梁 ,在 力 Fm 作 用 下 产生 位 移 Au ，Fn 在 位 移 Al, 上 所 做 的 功 即 称 为 实 
功 ， 其 值 为 




















1 
W=5 Frân (4-3) 


这 与 式 (4-1) 不 同 ， 多 出 了 系数 1/2。 原 因 是 : 加 入 荷载 时 ， 力 的 值 缓 慢 地 从 零 增 加 
到 Fm ， 力 作用 点 的 位 移 也 从 零 增 加 到 Au ， 加 载 过 程 中 体系 处 于 平衡 状态 ， 属 于 静 力 加 
载 问题 ， 静 力 加 载 过 程 中 力 值 和 位 移 均 是 变化 的 ， 在 整个 加 载 过 程 中 力 所 做 的 功 需 用 积分 
公式 计算 ， 对 于 线 弹 性 体系 ， 积 分 结果 会 出 现 系数 1/2。 若 力 不 是 缓慢 施加 而 是 突然 施加 
的 话 ， 结 构 会 发 生 振动 ， 这 时 的 力 需 作为 动 荷 载 考虑 ， 属 于 动力 学 讨论 的 问题 。 因 本 章 主 
要 涉及 虚 功 ， 故 不 对 实 功 的 计算 做 进一步 说 明 。 

(2) 力 沿 由 别 的 力 或 其 他 因素 (温度 改变 、 支 座 移 动 等 ) 所 引起 的 位 移 上 所 做 的 功 称 为 
虚 功 ， 即 做 虚 功 的 力 与 位 移 是 彼此 独立 无 关 的 。 图 二 4(a) 所 示 结 构 在 力 Fn 作用 下 端点 B 
产生 位 移 Au ， 移 到 B' 点 ,在 此 位 置 结构 处 于 平衡 状态 ， 若 在 梁 的 上 侧 加 温 ， 使 上 侧 温 度 
升 高 1'C ， 这 时 梁 发 生 温度 变形 ， 梁 端 从 B" 移 到 B", 力 的 作用 点 又 产生 位 移 A... U 
图 4.4(b) 所 示 , JJ Fp 在 Ai, 上 做 的 功 * 称 为 虚 功 。 做 虚 功 时 力 值 不 变故 虚 功 的 值 为 

W=F, * A (4 一 4) 

41 称 为 虚 位 移 。 虚 位 移 是 由 其 他 力 或 其 他 因素 所 引起 的 。 




















(a) 实 功 情况 (b) 虚 功 情况 
图 4.4 实 功 与 虚 功 
如 图 4. 5(a) 所 示 ， 在 体系 上 再 加 力 Fe. WE Arh Fm 引起 的 ， 对 于 力 Fm 来 说 
Au 便 是 虚 位 移 。 建 立 虚 功 的 力 状态 和 位 移 状态 ， 如 图 4.5(b)、(c) 所 示 。Fm 在 Fm 引起 
的 虚 位 移 A1; 上 所 做 的 虚 功 为 

















W=Fn A (4-5) 


Fe Fp 
| i É ae 








(a) 加 载 情况 (b) 力 状态 (c) 虚 位 移 状态 
图 4.5 其 他 力 引起 虚 位 移 时 做 虚 功 的 两 种 状态 


功 是 一 个 标量 ， 当 力 的 方向 与 位 移 方向 一 致 时 为 正 ， 否 则 为 负 。 
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C m 虚 功 原理 和 下定 结构 位 移 计 算 


4.2.2 虚 功 原理 


理论 力学 中 质点 系 的 虚 位 移 原理 (或 称 虚 功 原 理 ) 表 述 为 : 具有 双 面 、 稳 定 、 理 想 约束 
的 质点 系 ， 在 给 定位 置 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 ， 所 有 作用 于 质点 系 的 主动 力 在 质点 的 任 
何 虚 位 移 中 的 虚 功 之 和 等 于 零 。 

这 里 ， 理 想 约束 是 指 其 约束 反 力 在 虚 位 移 上 所 做 的 功 恒 等 于 零 的 约束 ， 如 光滑 匀 接 、 
刚性 链 杆 等 。 虚 位 移 要 求 是 微小 位 移 ， 即 要 求 在 产生 虚 位 移 过 程 中 不 改变 原 受 力 平衡 体 的 
力 的 作用 方向 与 大 小 ， 亦 即 受 力 平衡 体 的 平衡 状态 不 因 产 生 虚 位 移 而 改变 。 

1. 刚体 体系 虚 功 原理 


在 刚体 中 ， 任 何 两 点 间距 离 均 保持 不 变 ， 可 以 认为 任何 两 点 间 均 由 刚性 链 杆 相连 ， 故 
刚体 届 于 具有 理想 约束 的 质点 系 。 由 若 十 个 刚体 用 理想 约束 联结 起 来 的 体系 ， 自 然 也 是 具 
有 理想 约束 的 质点 系 。 此 外 ， 作 用 于 体系 的 外 力 通 常 包括 荷载 (主动 力 ) 和 约束 反 力 ， 而 对 
于 任何 约束 ， 当 去 掉 该 约束 而 以 相应 的 反 力 代替 其 对 体系 的 作用 时 ， 其 反 力 便 可 当 作 荷 载 
(主动 力 ) 看 待 。 因 此 ， 刚 体 体系 的 虚 功 原理 可 表述 为 : 对 于 具有 理想 约束 的 刚体 体系 ， 处 
于 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 ， 对 于 任何 虚 位 移 ; 所 有 外 力 所 做 的 虚 功 总 和 W 为 零 ， 即 

W=0 (4-6) 

静 定 结构 的 内 力 、 约 柬 力 与 结构 的 变形 无 关 ， 在 求 静 定 结构 内 力 或 约束 力 时 ， 可 将 静 
定 结构 看 成 刚体 体系 ， 用 刚体 体系 的 虚 功 原理 代替 平衡 方程 来 计算 内 力 和 约束 力 。 

【 例 4-1】 试用 刚体 体系 虚 位 移 原理 计算 图 4. 6(a) 所 示 体 系 的 支 座 反 力 F n o 





























Fp 
4 : B 


—⁄2——2— Fo 
(a) 





图 4.6 例 4-1 图 








【 解 】 将 该 结构 看 成 是 不 能 变形 的 刚体 。 为 求 B 支 座 反 力 ， 将 支 座 B 去 掉 用 相应 反 
力 代替 ， 如 图 4. 6(b) 所 示 。 令 去 掉 约 束 后 的 体系 发 生 微小 位 移 As， 根 据 几何 关系 可 知 荷 
载 作用 点 的 竖 向 位 移 是 妃 点 竖 向 位 移 的 1/2 且 与 荷载 作用 反 向 。 因 为 体系 是 平衡 的 ， 根 据 
刚体 体系 虚 功 原 理 可 得 





























Way SA =R S= 
=Fp, * As pig O 
解 得 
Fy =F FD 

目 平 衡 方 程 也 可 解 出 同样 结果 ， 由 此 可 见 ， 用 刚体 体系 的 虚 功 原理 求 内 力 或 约束 力 ， 
相当 于 把 平衡 时 各 力 之 间 的 关系 问题 变 成 了 各 力作 用 点 位 移 之 间 的 几何 关系 问题 。 

2. 变形 体系 虚 功 原理 

如 果 体 系 是 变形 体 ， 尽管 体系 是 平衡 的 ， 外 力 虚 功 总 和 也 并 不 等 于 零 。 对 于 杆 系 结 



































构 ， 变 形体 系 的 虚 功 原理 可 表述 为 : 变形 体系 处 于 平衡 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 任何 虚 位 
移 ， 所 有 外 力 所 做 的 虚 功 总 和 全 等 于 各 微 段 上 的 内 力 在 其 变形 上 所 做 的 虚 功 总 和 W,， 即 
外 力 虚 功 等 于 变形 虚 功 : 














W=W, 4-7) 

为 便于 说 明 ， 用 图 4.7(a) 所 示 杆 系 结构 代表 一 个 处 于 平衡 状态 的 变形 体 ， 图 4.7(b) 
表示 该 结构 由 于 其 他 原因 产生 的 虚 位 移 状态 。 下 面 分 别称 这 两 个 状态 为 结构 的 力 状态 和 位 
移 状态 。 

现 从 图 4.7(a) 的 力 状态 中 取出 一 个 微 段 来 研究 ， 作 用 在 微 段 上 的 力 除外 力 g 外 。 还 有 
两 侧 截面 上 的 内 力 即 轴 力 、 弯 矩 和 剪 力 (注意 ， 这 些 力 对 整个 结构 而 言 是 内 力 ， 对 于 所 取 
微 段 而 言 则 是 外 力 ， 出 于 习惯 ， 同 时 也 为 与 整个 结构 的 外 力 即 荷载 和 支 座 反 力 相 区 别 ， 这 
里 仍 称 这 些 力 为 内 力 ) 。 在 图 4.7(b) 的 位 移 状态 中 ,此 微 段 由 ABCD 移 到 了 A'B'C'D'， 
于 是 上 述 作 用 在 微 段 上 的 各 力 将 在 相应 的 位 移 上 做 虚 功 ; 把 所 有 微 段 的 虚 功 相 加 ， 即 构成 
整个 结构 的 虚 功 。 下 面 按 两 种 方法 分 别 进行 计算 ， 一 种 在 计算 时 反映 变形 体 的 平衡 条 件 ， 
另 一 种 在 计算 时 反映 虚 位 移 的 变形 连续 条 件 。 
































(a) 力 状态 (b) 位 移 状态 
4.7 虚 功 原理 的 力 状态 和 位 移 状态 


(1) 将 微 段 上 的 力 分 为 外 力 和 内 力 ， 那么 相应 的 虚 功 也 可 以 分 为 外 力 虚 功 和 内 力 虚 
功 。 设 作用 于 微 段 上 所 有 各 力 所 做 虚 功 总 和 为 dW ， 它 可 以 分 为 两 部 分 ， 一 部 分 是 外 力 所 
做 的 功 dW.， 另 一 部 分 是 截面 上 的 内 力 所 做 的 功 dW;， 即 

















dW =dW.-+dW, (4-8) 
将 其 沿 杆 段 积分 并 将 各 杆 段 积分 总 和 起 来 ， 得 整个 结构 的 虚 功 为 
xlaw=x awa > | aw, (4-9) 
或 简写 为 
W=W.+W, ka= 10} 


式 中 : W. 是 整个 结构 的 所 有 外 力 (包括 荷载 和 支 座 反 力 ) 在 其 相应 的 虚 位 移 上 所 做 虚 功 的 
总 和 ， 即 上 面 简 称 的 外 力 虚 功 ; W. 为 所 有 微 段 截 面 上 的 内 力 所 做 虚 功 的 总 和 ， 即 上 面 简 
称 的 内 力 虚 功 。 因 为 任何 两 相 邻 微 段 的 相 邻 截面 上 的 内 力 互 为 作用 力 与 反作用 力 ， 它 们 大 
小 相等 方向 相反 ; 又 因为 虚 位 移 是 连续 的 ， 两 个 相 邻 微 自 的 截面 位 移 相 同 ， 因 此 每 一 对 相 















































76 


符 4 副 。 虚 功 原理 和 静 定 结构 位 移 计算 





邻 截 面 上 的 内 力 所 做 的 功 总 是 大 小 相等 、 正 负 号 相反 而 互相 抵消 。 由 此 可 见 ， 所 有 微 段 截 
面 上 内 力 所 做 功 的 总 和 必然 为 零 ， 即 





Wi=0 (4:=11) 
于 是 整个 结构 的 虚 功 总 和 等 于 外 力 虚 功 ， 即 
W=W. (4-12) 


(2) 将 微 段 上 的 虚 位 移 分 解 为 刚体 位 移 和 变形 ， 那 么 相应 的 虚 功 也 可 以 分 为 刚体 虚 功 
与 变形 虚 功 。 如 图 4. 7(b) 所 示 ， 微 段 的 虚 位 移 可 以 分 解 为 : 先 发 生 刚 体位 移 (由 ABCD É 
到 A'B'C'D')， 然后 再 发 生变 形 位 移 (截面 A'B' 不 动 ，C'D' 移 到 C"D")。 设 微 段 上 的 所 有 
各 力 在 刚体 位 移 上 所 做 虚 功 为 dW,， 在 变形 位 移 上 所 做 虚 功 为 IW， 于 是 微 段 总 的 虚 功 可 
写 为 

















dW=dW.+dW, (4-13) 
由 于 微 段 处 于 平衡 状态 ， 由 刚体 体系 的 虚 功 原理 可 知 
dW.=0 4-14) 
于 是 可 得 
dW=q4W., (4-15) 
对 于 整个 结构 便 有 
z Jaw=3| aw. (4—16) 
即 
W=W, (4-17) 


比较 式 (4-12)、 式 (4 17014 

W.=W, (4-18) 

这 就 证 明了 变形 体系 的 虚 功 原理 ， 即 外 力 虚 功 等 于 变形 虚 功 。 
现在 讨论 W, 的 计算 。 对 于 平面 杆 件 体系 微 段 的 变形 可 以 分 为 轴 向 变形 du 、 弯 曲 变 
JÉ dp 和 剪 切 变形 7。 ds 。 微 段 上 轴 力 、 弯 和 矩 和 剪 力 的 增 量 为 dFx、dM 和 dFa， 分 布 荷载 
q 在 这 些 变形 上 所 做 虚 功 为 高 阶 征 量 可 略 去 不 计 ， 因 此 微 段 上 各 力 在 其 变形 上 所 做 的 虚 功 
可 写 为 
dW, =Fydu +Mdo+Fayds 4-19) 
此 外 ,假若 此 微 段 上 还 有 集中 荷载 或 力 偶 荷 载 作 用 时 ， 可 以 认为 它们 作用 在 截面 AB 
上 上， 因而 当 微 段 变形 时 它们 并 不 做 功 。 总 之 . 仅 考 虑 微 段 的 变形 而 不 考虑 其 刚体 位 移 时 ， 
外 力 不 做 功 ， 只 有 截面 上 的 内 力 做 功 。 对 于 整个 结构 有 
W,= 卫 | daw,= 卫 | Fydu+ © | Map+3 | Fayds U-20) 


由 此 可 见 ,，W, 是 所 有 微 段 两 侧 截面 上 的 内 力 ( 对 微 段 而 言 是 外 力 ) 在 微 段 的 变形 上 所 
做 虚 功 的 总 和 ， 称 为 变形 虚 功 (有 的 书 上 也 称 它 为 内 力 虚 功 或 虚 应 变 能 ) 。 

为 了 书写 简明 ， 根 据 式 (4- 12) 将 外 力 虚 功 W. 改 用 W 表 示 ， 于 是 式 (4- 18) 可 写 为 
式 (4-17)， 式 (4-17) 又 称 为 变形 体系 的 虚 功 方程 。 对 于 平面 杆 件 结构 ， 由 式 (4- 20) 可 
得 虚 功 方程 为 
































=z 


(4-21) 





W= 卫 | Fydu +E | Madg+ 了 | Favas 4-22) 

上 面 的 证 明 过 程 中 并 没有 涉及 材料 的 物理 性 质 ， 因 此 ， 只 要 体系 是 平衡 的 ， 无论 对 于 
弹性 、 非 弹性 、 线 性 、 非 线性 的 变形 体系 ， 虚 功 原理 都 适用 。 
上 述 变 形体 系 的 虚 功 原理 对 刚体 体系 也 适用 .由 于 刚体 体系 发 生 虚 位 移 时 ， 各 微 段 不 
产生 任何 变形 ， 故 变形 虚 功 W, 二 0， 此 时 式 (4 -21) 成 为 
W=0 (4—23) 
即 外 力 虚 功 为 零 。 可 见 刚体 体系 的 虚 功 原理 是 变形 体系 虚 功 原理 的 一 个 特例 。 

虚 功 原理 在 具体 应 用 时 有 两 种 方式 : 一 种 是 对 于 给 定 的 力 状 态 ， 另 虚设 一 个 位 移 状 
态 ， 利 用 虚 功 方程 来 求解 力 状态 中 的 未 知 力 ， 这 时 的 虚 功 原 理 可 称 为 虚 位 移 原理 ; 另 一 种 
应 用 方式 是 对 于 给 定 的 位 移 状 态 ， 另 虚设 一 个 力 状 态 ， 利 用 虚 功 方程 来 求解 位 移 状态 中 的 
位 移 ， 这 时 的 虚 功 原理 又 可 称 为 虚 力 原 理 ， 本 章 即 讨论 用 这 种 方法 来 求 结构 的 位 移 。 


| 4.3 位 移 计算 的 一 般 公 式 


















































单位 荷载 法 


4.3.1 单位 荷载 法 


单位 荷载 法 是 运用 变形 体系 的 虚 功 原理 来 求解 结构 位 移 的 方法 。 
设 图 4. 8(a) 所 示 平 面 杆 系 结构 ;在 外 部 作用 (荷载 :温度 变化 及 支 座 移动 等 ) 之 下 发 生 
如 虚线 所 示 变 形 ， 现 在 要 求 任 一 指定 点 K 沿 任 一 指定 方向 人 一 上 上 的 位 移 Ak 。 





(a) 位 移 状态 (实际 状态 ) (b) 力 状态 (虚拟 状态 ) 
图 4.8 单位 荷载 法 的 力 状态 和 位 移 状态 


根据 虚 功 原理 ， 建 立 力 状 态 和 位 移 状态 。 图 4. 8(a) 所 示 的 位 移 是 在 外 部 作用 下 产生 
的 ， 以 此 作为 结构 的 实际 位 移 状 态 ， 称 为 实际 状态 。 为 了 使 力 状 态 中 的 外 力 能 在 位 移 状 态 
中 的 所 求 位 移 Ax 上 做 虚 功 , (£ K 点 沿 & 一 & 方向 加 一 个 集中 荷载 Fk ， 其 箭头 指向 沿 着 
k 一 上 方向， 而 且 这 力 与 位 移 状 态 必须 是 独立 无 关 的 ,为 计算 方便 ,可 令 Fx 二 1， 称 为 单 
位 力 ， 如 图 4. 8(b) 所 示 ， 以 此 作为 结构 的 力 状 态 。 这 个 力 状 态 并 不 是 实际 原 有 的 ， 而 是 
虚设 的 ， 故 称 为 虚拟 力 状态 。 

根据 变形 体系 的 虚 功 原理 ， 外 力 虚 功 等 于 变形 虚 功 。 为 此 需要 计算 虚拟 状态 的 外 力 和 
内 力 在 实际 状态 相应 的 位 移 和 变形 上 所 做 的 外 力 虚 功 和 变形 虚 功 。 
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更 页】 虚 功 原理 和 耻 定 结构 位 移 计算 





外 力 虚 功 包括 由 荷载 和 支 座 反 力 所 做 的 虚 功 。 设 在 虚拟 状态 中 由 单位 荷载 Fx = 1 引 
起 的 支 座 反 力 为 Fu 、Fu 、Fu ， 而 在 实际 状态 中 相应 的 支 座 位 移 为 c, 、c* 、c: ， 则 外 力 
虚 功 为 
本 =FkAk 十 Fuci 十 Fecz 十 Fuci 一 1。Ak 十 忆 Fkc 一 Ar 十 了 Fec (4-24) 
由 式 (4-24) 可 知 ， 单 位 荷载 Fx 二 1 所 做 的 虚 功 在 数值 上 就 等 于 所 要 求 的 位 移 Ax 。 
设 虚拟 状态 中 由 单位 荷载 Fx = 1 作用 而 引起 的 某 微 段 上 的 内 力 为 Fv\、M、Fau， 而 实 
际 状态 中 微 段 相应 的 变形 为 du, do 和 yds ， 则 变形 虚 功 为 




















W,= 卫 | Fydu+ 5 [Maga > | Faras (4—25) 
由 变形 体系 的 虚 功 原理 W=W, 可 得 
Ak toFre=D | Fvdut X | Map+ 2 | Fa 4-26) 
从 而 可 得 
Ak =- XF +> | Frdut ;| MaE | Favas (4-27) 


式 (4 -27) 便 是 单位 荷载 法 计算 平面 杆 件 结构 位 移 的 二 般 公 式 。 

该 公式 适用 于 : @ 静 定 结构 和 超 静 定 结构 : @ 弹 性 体系 和 非 弹性 体系 ，@ 各 种 因素 产 
生 的 位 移 计算 。 

由 式 (4-27) 可 知 ， 只 需 确定 虚拟 状态 的 反 力 Fk 和 内 力 F\、M、Fu， 同 时 已 知 实际 
状态 的 支 座位 移 <， 并 求 得 微 段 的 变形 du de M yds, 便 可 算出 位 移 A 。 若 计算 结果 为 
正 ， 表 示 单 位 荷载 所 做 虚 功 为 正 ， 所 求 位 移 Ax 的 实际 指向 与 所 假设 的 单位 荷载 F. =1 的 
指向 相同 ， 为 负 则 相反 。 

由 以 上 分 析 可 以 看 出 ， 单 位 荷载 法 在 利用 虚 功 原理 求 结构 位 移 时 ， 只 需 在 所 求 位 移 地 
点 沿 所 求 位 移 方向 加 二 个 虚拟 的 单位 荷载 > 以 使 荷载 虚 功 恰好 等 于 所 求 位 移 的 数值 。 





4.3.2 广义 力 与 广义 位 移 








在 实际 问题 中 ， 除 了 计算 线 位 移 外 ， 还 需要 计算 角 位 移 、 相 对 位 移 等 。 因 此 需要 引入 
广义 力 和 广义 位 移 的 概念 。 

在 虚 功 表达 式 中 涉及 两 方面 因素 : 一 个 是 与 力 有 关 的 因素 ， 它 可 以 是 一 个 力 、 一 个 力 
偶 、 一 对 力 、 一 对 力 偶 甚至 是 一 个 力 系 ， 这 些 因素 称 为 广义 力 ; 另 一 个 是 与 广义 力 相应 的 
位 移 因素 ， 例 如 与 集中 力 相应 的 位 移 是 线 位 移 ， 与 集中 力 偶 相应 的 位 移 是 角 位 移 等 ， 这 些 
与 位 移 有 关 的 因素 称 为 广义 位 移 。 广 义 力 与 广义 位 移 必 须 相 对 应 ， 这 里 的 相对 应 是 指 集中 
力 与 线 位 移 对 应 ， 力 偶 与 角 位 移 对 应 。 当 位 移 与 力 的 方向 一 致 时 ， 虚 功 为 正 ， 反 之 为 负 。 
本 章 涉 及 的 广义 力 和 广义 位 移 主要 有 以 下 情况 : 

(1) 求 某 点 沿 某 方向 的 线 位 移 时 应 在 该 点 沿 所 求 位 移 方向 加 一 个 单位 集中 力 ， 如 
图 4. 9(a) 所 示 。 这 样 荷载 所 做 的 虚 功 为 1 As 一 AA， 恰好 等 于 所 要 求 的 A 点 水 平 位 移 。 

(2) 求 某 截面 的 角 位 移 时 ， 应 在 该 截面 处 加 一 个 单位 力 偶 ， 如 图 4.9(b) 所 示 。 这 样 荷 
载 所 做 的 虚 功 为 1* ga 二 pA， 恰好 等 于 所 要 求 的 角 位 移 .。 

(3) 求 两 点 间距 离 的 变化 ， 也 就 是 求 两 点 沿 其 连 线 方向 上 的 相对 线 位 移 时 ， 应 在 两 点 
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沿 其 连 线 方向 上 加 一 对 指向 相反 的 单位 力 ， 如 图 4. 9(c) 所 示 。 此 时 设 在 实际 状态 中 A 点 
沿 AB 方向 的 位 移 为 Aa4，B 点 沿 BA 方向 的 位 移 为 As， 则 两 点 在 其 连 线 方向 上 的 相对 线 
位 移 为 Ass 一 A 十 As， 对 于 图 示 虚 拟 状 态 ， 荷载 所 做 的 虚 功 为 1 * As 十 1. As 一 1， 
(A4 十 As) 二 Aas， 恰 好 等 于 所 要 求 的 相对 位 移 。 

(4) 同 理 , 若 要 求 两 截面 的 相对 角 位 移 ， 则 应 在 两 截面 处 加 一 对 方向 相反 的 单位 力 
偶 ， 如 图 4. 9(d) 所 示 。 

G) 求 术 架 某 杆 的 角 位 移 时 ， 由 于 枯 架 只 承受 轴 力 ， 故 应 将 单位 力 偶 换 为 等 效 的 结 点 
集中 荷载 ， 即 在 该 杆 两 端 加 一 对 方向 与 杆 件 垂 直 、 大 小 等 于 杆 长 倒数 而 指向 相反 的 集中 
力 ， 如 图 4. 9(e) 所 示 。 因 为 在 位 移 微小 的 情况 下 ， 顶 架 杆 件 的 角 位 移 等 于 其 两 端 在 垂直 于 
杆 轴 方 向 上 的 相对 线 位 移 除 以 杆 长 [图 4.9(f)]， 即 







































































_AA 十 As 
?as 一 (4 一 28) 
1 l A4 十 As Z aG = Es x 
APE. RIMEDA Aa ty AS 9 恰好 等 于 所 求 杆 件 角 位 移 。 
Z 
“B 
JA. 1⁄4 
(a) (b) (c) 





(d) 





图 4.9 广义 力 及 对 应 的 广义 位 移 
| 4. 4 静 定 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计算 


4.4.1 单位 荷载 法 计算 荷载 作用 下 的 位 移 


根据 材料 力学 的 知识 .在 荷载 作用 下 线 弹性 结构 的 位 移 与 荷载 是 成 正比 的 ， 由 于 荷载 
作用 下 位 移 是 微小 的 ， 应 力 与 应 变 的 关系 符合 胡 克 定律 。 同 时 在 计算 位 移 时 ， 和 荷载 的 作 
效应 可 以 进行 琶 加 。 
由 于 结构 只 在 荷载 作用 下 ,没有 支 座 的 移动 ， 因 而 式 (4 -27) 中 的 c HE, RRI 
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起 的 微 段 变形 记 为 dpe、dur、7ypds ， 则 式 (4-27) 可 整理 为 
Ax=5 | Fvdurt 5 | Mapet 5 | Foyrds (4—29) 








式 (4- 29) 即 为 利用 单位 荷载 法 计算 弹性 结构 在 荷载 作用 下 结构 位 移 的 一 般 公式 。 式 中 M. 
Fs、F4a 为 虚拟 状态 中 微 段 上 的 内 力 ， 如 图 4.8(b) 所 示 ; des. dur, eds 为 实际 状态 中 
微 段 的 变形 。 若 实际 状态 中 微 段 上 的 内 力 为 Me, Fu, Fors 根据 材料 力学 所 推出 的 荷载 
引起 的 线 弹性 结构 变形 计算 公式 ， 由 实际 荷载 引起 微 段 的 弯曲 变形 、 轴 向 变形 和 剪 切 变形 
分 别 为 























Merds F xeds kF oœds 
dee= pr de= pa PBs Y (4-30) 
将 式 (4-30) 代 入 式 (4-29) 可 得 
MM, ds [ee k FaF ads 
NE ui 1:29 SA = 
Äx zf E T2 EA "2 SA 4-31) 


式 中 : E 为 材料 的 弹性 模 量 ; I 和 A 分 别 为 杆 件 截面 的 二 次 矩 ( 也 称 惯 性 和 矩 ) 和 面积 ; G 为 
剪 切 弹性 模 量 ; k 为 剪 应 力 沿 截面 分 布 不 均匀 而 引用 的 修正 系数 ， 其 值 与 截面 形状 有 关 ， 


ERMES. MERMET. WEARER? THERM. A W 


面 面 积 。 

上 述 微 段 变形 的 计算 ， 只 对 直 杆 才 适 用 。 对 于 曲 杆 还 需 考虑 曲率 对 变形 的 影响 ,不 过 
在 常用 的 曲 杆 结构 中 ， 其 截面 高 度 与 曲率 半径 相 比 很 小 曲率 的 影响 不 大 ， 可 以 略 去 
不 计 。 

由 于 位 移 产生 的 原因 很 多 ， 一 般 用 下 标 来 区 分 位 移 产 生 的 原因 。 例 如 求 结 构 受 到 广义 
WR Fofi F, Ms gq) 作 用 下 K 点 沿 指定 方向 (比如 竖 向 ) 的 位 移 ， 一 般 用 符号 AK 
示 ， 这 里 位 移 Ake 用 下 两 个 下 标 : 其 中 瓦 表示 该 位 移 的 地 点 和 方向 ， 即 在 K 点 沿 指定 方 
向 ; 了 表示 引起 该 位 移 的 原因 ， 即 是 由 于 荷载 引起 的 。Ax, 和 Am 分 别 表示 由 于 温度 变化 和 
支 座 移动 所 产生 的 点 沿 指定 方向 的 位 移 。 











4.4.2 各 种 杆 件 结构 的 位 移 计 算 公 式 











荷载 作用 下 结构 产生 位 移 的 原因 是 结构 发 生 了 变形 , 包括 弯曲 变形 、 轴 向 变形 和 剪 切 
变形 。 不 同类 型 结构 的 这 些 变 形 对 位 移 的 影响 是 不 一 样 的 ,为 了 简化 计算 可 以 将 对 位 移 影 
响 小 的 因素 略 去 不 计 。 在 式 (4- 31) 中 ,第 一 项 是 弯曲 变形 对 位 移 的 贡献 ， 第 二 项 是 轴 向 
变形 对 位 移 的 贡献 ， 第 三 项 是 剪 切 变形 对 位 移 的 贡献 略 去 贡献 小 的 项 后 可 以 得 到 不 同类 
型 的 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计 算 公 式 。 

(1) 梁 和 刚 架 。 对 于 由 细 长 杆 件 组 成 的 梁 和 刚 架 。 位移 主 要 是 弯曲 变形 引起 的 ， 轴 向 
变形 和 剪 切 变形 的 影响 很 小 而 可 以 略 去 不 计 ， 故 式 (4- 31) 可 简化 为 

A => | Mee: (4=32) 

(2) 枯 架 。 因 为 棉 架 中 无 弯 矩 、 剪 力 ， 因 而 无 弯曲 变形 和 剪 切 变形 ， 只 有 轴 向 变形 ， 

且 对 同一 杆 件 轴 力 F\、Fxe、EA 沿 杆 长 ! 方向 均 为 常数 ， 故 式 (4 -32) 可 简化 为 
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sans 
Nt 
Er Ps ds WFxFy i 
Akr sja a aE y KEN fds DET (4-33) 
(3) 组 合 结构 。 组 合 结构 的 位 移 计 算 公式 可 写 为 
a ds | yFsFywl ; 
afr 2 (4-34) 








式 中 前 一 项 对 所 有 受 弯 杆 件 进行 求 和 ， 后 一 项 只 对 链 杆 进行 求 和 。 
[B 4-2] 试 求 图 4. IOO ERHI A 点 的 竖 向 位 移 Aw 。 各 杆 件 EI. A 均 为 常数 





(a) 实际 状态 (b) ik aS 
图 4.10 例 4-2 图 
【 解 】 (1) 在 A 点 加 一 竖 向 单位 荷载 作为 虚拟 状态 ， 如 图 4. 10(b) 所 示 ， 并 分 别 设 各 
杆 的 x 坐标 如 图 所 示 ， 则 各 杆 内 力 方程 如 下 : 
AB B: M=—=, Fx=0., Fa=1, 
BC Ë, M= 一 !, Fyi, Fa= 
(2) 在 实际 状态 中 二 图 志 10(a)]， 各 杆 内 力 方 程 如 下 : 


AB B: Mn 全， Fw =0, Fogi 


， 下 Np ql, For=0。 











BC t: Mp 
(3) 代入 式 (4-31) 得 


| MM pds | zj Fnds | s pana ë 
EI GA 


' _ O [ qY dz f dl dz ， | dr, 
K a( SEEK a a TE 


2 dz 
fea 1) (qx ) GA 




















kal? sa ei d LEL) 
“5 AP 5 GAI 
(4) 讨论 : 在 上 式 中 ， 第 一 项 为 弯 矩 的 影响 ， 第 二 、 三 项 分 别 为 轴 力 和 剪 力 的 影响 。 


若 设 杆 件 的 截面 为 矩形 ， 其 宽度 为 5、 高 度 为 h， 则 有 A 一 bh ， r, k=, RAER 


可 得 





WB 虚 功 原理 和 静 定 结构 位 移 计算 


5 qt 2 
Aas [tti (人 + 人 
从 此 式 可 以 看 出 ， 杆 件 截面 高 度 与 杆 长 之 比 h /1 越 大 ， 则 轴 力 和 剪 力 影响 所 占 的 比重 越 
大 。 例 如 设 亿 = 十， 并 取 G=0.4E， 可 算得 


_ 5ql' il il 
A, = [+z ts) 

可 见 此 时 轴 力 和 剪 力 的 影响 是 并 不 大 的 ,通常 可 以 略 去 。 

【 例 4-3】 试 求 图 4. 11(a) 所 示 悬 臂 梁 A 截面 转角 。 

















10” 


q Ea i i M g 
piy a — y i 人 
k— I op Fo 
(a) (b) (c) (d) 


图 4.11 例 4-3 图 


【 解 】 求 A 截面 转角 ， 可 加 单位 力 偶 ， 单 位 力 状态 如 图 4. 11(b) 所 示 。 
取 隔 离 体 如 图 4. 11(c) 、(d) 所 示 ， 由 隔离 体 的 平衡 求 得 两 种 状态 的 内 力 为 


1 /ls MENE 
Me RN M 1 


代入 式 (4-32) 得 


. [ MM yd: | L 2 lq’ 
Pa ->| EK FI | or) (Ddr = (O 


6 EI 
从 例 4-3 nf L. RRRA A ERARAS S k rp. ERER. "FF 
件 较 多 时 ， 


计算 较 烦 琐 。 对 于 等 截面 杆 件 组 成 的 梁 或 刚 架 。 采用 4. 5 节 介 绍 的 图 乘法 可 以 
用 弯 和 矩 图 面积 和 形 心 的 计算 代替 积分 计算 从 而 使 位 移 计算 简 化 。 
【 例 4- 4 人 计算 图 4. 12(a) 所 示 栓 架 的 A 点 竖 向 位 移 和 水 平 位 移 ， 





已 知 EA 为 常数 。 





(b) (c) 
图 4.12 例 4-4 图 
【 解 】 ODRA 点 的 竖 向 位 移 。 
确定 单位 力 状 态 。 在 A 点 加 竖 向 单位 力 ， 方 向 向 下 (也 可 以 向 上 )， 如 图 4.12(b) 所 


示 。 用 结 点 法 求 出 两 种 状态 的 内 力 ， 如 图 4.12 Ca) 、(b) 所 示 。 将 各 杆 轴 力 代 入 式 
(4 一 32) 得 


























EA 了 [LIXFeX1 十 (一 2)X( 一 人 2 Fr) X/21]= 





一 、 


sang 


pu, 





(2) 求 A 点 的 水 平 位移 。 
在 A 点 加 水 平 单位 力 , 方向 向 左 ， 如 图 4.12 (c) 所 示 。 求 出 各 杆 轴 力 ， 如 图 4. 12 
Ca) 、(c) 所 示 。 将 各 杆 轴 力 代 和 人 式 (4- 33) 得 





a . Fel 
MD A Da 


计算 结果 为 负 ， 说 明 A 点 水 平 位 移 与 单位 力 方向 相反 ， 实 际 方向 向 右 。 


| 4.5 图 乘 法 














4.5.1 图 乘法 公式 推导 及 适用 条 件 


对 于 梁 和 刚 架 在 荷载 作用 下 的 位 移 计 算 ， 由 式 人 (4 二 327 可 知 需 进行 积分 运算 ， 很 复杂 。 
现在 来 推导 图 乘法 的 计算 公式 ， 如 图 4. 13 所 示 沪 一 等 截面 直 杆 或 直 杆 段 AB 上 的 两 个 弯 
和 矩 图 中 ， 其 中 一 个 弯 和 矩 图 M 为 一 段 直 线 ， 而 JW 疼 为 任意 形状 ， 由 于 等 截面 ， 则 ET 为 党 
数 。 现 在 先 看 直线 弯 矩 图 M， 假 设 以 杆 轴 为 > Hh. 那么 式 (4 -32) 中 的 ds 可 用 dz 代替 ， 
以 M 图 的 延长 线 与 x 轴 的 交点 O, 为 原点 ，a 为 M 图 直线 的 倾角 , 设置 y 轴 ， 则 有 M = 
xtana, H. tana 为 常数 。 则 对 某 一 等 截面 直 杆 或 直 杆 段 ， 式 (4 - 32) 可 转换 为 


MM, ds i tana f N ~ tana 
EI EL) Medr = -ET 


JP, dA, =Mydr 为 Ms 图 中 有 阴影 线 的 微分 面积 ， 故 zdA. 为 微分 面积 对 y 006. 
feaa. 即 为 整个 Me 图 的 面积 对 y 轴 的 静 矩 ， 根 据 合力 和 矩 定理 ， 它 应 等 于 Mr 图 的 面积 


A.。 乘 以 其 形 心 C 到 > 轴 的 距离 xc， 即 
人 面积 4 





Arr 





rdA, (4-35) 


7 











图 4.13 图 乘法 计算 公式 推导 示意 图 


B 虚 功 原理 和 静 定 结构 位 移 计算 














aa.=asrc (4—36) 
代入 式 (4-35) 可 得 
tana tana A.yc P 
Arr = -pr JzdA. = ETA = (4—37) 





式 中 ，yc 为 Ms 图 的 形 心 C 处 所 对 应 的 M 图 的 竖 ( 坐 ) 标 值 。 可 见 ， 上 述 积分 式 等 于 一 个 
弯 矩 图 的 面积 A, 乘 以 其 形 心 处 所 对 应 的 另 一 个 直线 弯 和 矩 图 上 的 坚 标 yc 再 除 以 ET， 这 就 
称 为 图 乘法 。 

如 果 结 构 上 所 有 各 杆 段 均 可 图 乘 ， 则 计算 位 移 的 式 (4- 35) 可 写 为 








(4 一 38) 


根据 上 面 的 推 证 过 程 ， 可 知 图 乘法 的 应 用 条 件 为 以 下 三 点 : 

A) 杆 段 应 是 等 截面 直 杆 或 直 杆 段 ，ET 等 于 常数 ; 

D M 和 Mo 两 个 弯 矩 图 中 至 少 有 一 个 是 直线 图 形 ， 且 竖 标 yc 只 能 取 自 直线 图 形 ; 
G) A。 与 ye 若 在 杆 件 的 同 侧 则 乘积 取 正 号 ， 在 异 侧 则 取 负 号 。 


4.5.2 几 种 常见 弯 矩 图 的 面积 和 形 心 位 置 


在 图 4. 14 中 给 出 了 位 移 计算 中 涉及 的 几 种 常见 弯 矩 图 的 面积 及 形 心 位 置 。 应 当 注 意 ， 
在 各 抛物 线 图 形 中 ，“ 顶 点 ”是 指 其 切线 平行 于 底 边 的 点 ,而 顶点 在 中 点 或 端点 者 称 为 
“标准 抛物 线 图 形 ”; 根据 微分 关系 可 知 顶 点 处 截面 的 剪 力 等 于 零 ， 那么 某 截 面 是 否 为 标准 
抛物 线 ， 可 以 根据 该 截面 的 剪 力 是 否 为 零 来 判断 。 














Z gima =ne 
图 4.14 常见 弯 矩 图 的 面积 及 形 心 位 置 





4.5.3 图 乘法 应 用 时 的 几 种 特殊 情况 


(1) 如 果 两 个 弯 矩 图 都 是 直线 图 形 时 ， 则 竖 标 yc 可 
取 自 任 一 图 形 。 

(2) 如 果 yc 所 属 图 形 不 是 一 段 直线 而 是 由 若干 段 直 
线 组 成 的 折线 ,或 各 杆 段 的 截面 不 相等 时 ， 则 应 分 段 图 
R. FETAH. 

(3) 如 果 图 形 比 较 复杂 ， PEJE 03 m ER RIE C RE 
确定 时 ， 可 将 它 分 解 为 几 个 简单 的 图 形 ， 分 项 进行 计算 后 
再 进行 到 加 。 

O 两 个 梯形 图 乘 的 分 解 。 例 如 人 图 4. 15 所 示 两 个 梯形 
相 乘 时 ， 可 不 必定 出 M, 图 的 梯形 形 心 位 置 ， 而 把 它 分 解 
成 两 个 三 角形 (也 可 分 为 一 个 矩形 及 一 个 三 角形 )。 此 时 
图 4.15 梯形 图 乘 分 解 Mr 二 Mr 十 Mm， 故 有 

















1 一 1 一 
去 [unas =-= [Ma + Me) de 











J = = lfal ,él 
zi (| Wu HMMn dæ) E 4 ty) 4-39) 


AP, y, My, 可 按 下 式 计 算 : 











1 X 2 
Ya ctsd; Aozet? (4—40) 


将 式 (4 -40) 代 入 趟 (4 -39) 可 得 








1N 一 1 l bl 1 l 
zr | MMrde AE ! x] Z: (2ac 十 20d 二 ad 二 ic) (4-41 


"4 Me 或 M 图 的 竖 标 4a、b 或 <、d 在 基线 的 同 侧 时 乘积 为 正 ， 在 异 侧 时 为 负 。 各 种 
直线 形 与 直线 形 相 乘 时 ， 可 用 上 式 处 理 。 

© 非 标准 抛物 线 图 形 的 分 解 。 如 图 4. 16(a) 所 示 在 均 布 荷载 作用 下 的 任何 一 段 直 杆 的 
WER. 在 一 般 情 况 下 是 一 个 非 标准 抛物 线 的 图 形 ， 根 据 第 2 章 内 容 ， 可 将 弯 矩 图 看 成 一 
个 梯形 与 一 个 标准 抛物 线 图 形 的 和 琶 加 。 因 为 这 段 直 杆 的 弯 算 图 ， 与 图 4. 16(b) 所 示 相 应 简 
支 梁 在 两 端 弯 矩 M.A. Ms 和 均 布 荷载 g 作用 下 的 弯 怎 图 是 相同 的 。 还 要 注意 ,所谓 弯 矩 
图 的 全 加 ， 是 指 弯 和 矩 图 紧 标 的 释 加 ， 而 不 是 原 图 形状 的 重合 。 因 此 ， 和 硬 加 后 的 抛物 线 图 形 
的 所 有 坚 标 仍 应 为 竖 向 的 ， 而 不 是 垂直 于 MA. M, 连 线 的 。 炙 加 后 的 抛物 线 图 形 虽 与 原 
标准 抛物 线 的 形状 不 同 ， 但 二 者 同一 横 坐 标 处 对 应 的 竖 标 y 是 相同 的 ， 微 段 dz 对 应 的 微 
小 面积 也 相等 。 由 此 可 知 ， 两 个 图 形 总 的 面积 大 小 和 形 心 位 置 仍然 相同 。 这 个 原理 ， 对 于 
分 解 复 杂 的 弯 矩 图 形 非常 有 利 。 

© 复杂 图 形 的 分 解 琶 加 。 如 图 4.17 所 示 ， 当 yc 所 属 图 形 不 是 一 段 直线 而 是 由 若干 
段 直线 组 成 时 或 当 各 杆 段 的 截面 不 相等 时 ， 均 应 分 段 图 乘 ， 再 进行 琶 加 。 
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(a) 











(b) (b) 
图 4.16 非 标准 抛物 线 图 乘 分 解 图 4.17 复杂 图 形 分 解 


对 于 图 4. 17(a) 应 为 


1 
A= CA... FA. y: TA. ya) (4-42) 
对 于 图 4. 17(b) 应 为 


Aayi Aays Mad 
EL LANJ El, 


【 例 4 - S】、 试 求 图 4. 180a) HEIR EE WE A Pa BJ n] 454. 


SFpl/6 
(b) Mp 图 ppe 
wwa 1 A 
| om | i 
(c) MA 
l6 
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图 4.18 例 4-5 图 


A= (4 一 43) 











CAI 单位 力 状态 如 图 4. 18(c) 所 示 。 如 果 用 Ms 的 面积 乘 以 M 图 的 竖 标 ,可 得 


这 个 结果 是 错误 的 ， 原 因 是 取 竖 标的 图 案 是 折线 而 不 是 直线 ,不 符合 图 乘法 的 条 件 。 
本 例 中 的 Mr 图 是 直线 ， 用 M 图 的 面积 乘 Me 图 竖 标 使 满足 图 乘法 条 件 ， 图 乘 结果 
应 为 
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【 例 4-6】 试 求 图 4.19(a) 所 示 简 支 梁 B 点 竖 向 位 移 ，EI 等 于 常数 。 

【 解 】 M, 图 与 M 图 如 图 4.19(b)、(c) 所 示 。 因 为 整个 杆 件 M 图 是 折线 图 形 ， 所 以 
不 能 直接 用 M, 图 的 面积 乘 以 M 图 的 竖 标 。 若 把 梁 看 成 AB. BC 两 个 杆 件 ， 则 每 个 杆 件 
的 M 图 为 直线 图 形 。AB 杆 M, 图 是 二 次 抛物 线 ，B 端 是 抛物 线 顶 点 ,符合 图 4. 14 的 图 
形 特征 ; BC 杆 的 图 乘 结果 与 AB 杆 相 同 。 据 此 得 B 点 竖 向 位 移 为 


Ays 1(/2 L og/s LN 5 qH 
A,.=2Er aG P J: +) 35145751) 





















































【 例 4-7】 试 求 图 4.20(a) 所 示 外 伸 梁 C 点 的 竖 向 位 移 Ac, ， 梁 的 ET 为 常数 。 
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(a) 计算 简 图 Pe A 
——I2———tft—Fh ° | 













a 





(b) MP 图 4 s ji 
4 A ' 
PERA T 
PER | rk l 1 | 
> 1 
aaa © C 1! |! +! a 
ii Koa reg í 
(c) ME I H 
Sd) m fi 
图 4.19 4-60 图 4.20 例 4-7 图 


【 解 】 M,. M 图 分 别 如 图 4.20(b)、(c) 所 示 。BC 段 的 Mr 图 是 标准 二 次 抛物 线 ; 
AB BHI M, 图 较 复杂 ,可 将 其 分 解 为 一 个 三 角形 和 一 个 标准 二 次 抛物 线 图 形 。 由 图 乘法 


可 得 
1 Lgl™ tiya 1 ql’ i 2al y qt: 
âo s| 8 z] £ 8 U) (3 8 | 128E1' 1 ) 
【 例 4-8】 图 4.21(a) 所 示 为 一 组 合 结构 ， 链 杆 CD BD 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 为 E, A... 2 
弯 杆 件 AC 的 抗 弯 刚度 为 E,1,， 在 结 点 D 有 集中 荷载 F, EA. WOR D 点 竖 向 位 移 An 。 
【 解 】 计算 组 合 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 时 ， 对 链 杆 只 有 轴 力 影响 ， 对 受 弯 杆 件 只 计 
弯 和 矩 影响 。 现 分 别 求 出 F... M, Fs, M 如 图 4. 21(b) 、(c) 所 示 ， 根 据 式 (4- 34) 可 得 
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(b) (e) 
图 4.21 例 4-8 图 


| 4. 6 静 定 结构 支 座 移动 引起 的 位 移 计算 


静 定 结构 在 支 座 移动 时 不 会 产生 内 力 ， 杆 件 也 不 会 发 生变 形 ， 结 构 只 发 生 刚 体位 移 。 
对 于 简单 结构 ， 支 座 移动 引起 的 位 移 可 以 通过 几何 方法 确定 ; 对 于 复杂 结构 ， 可 以 用 虚 功 
原理 将 复杂 的 几何 问题 转换 为 受 力 问题 来 分 析 ， 比 较 方便 。 

设 图 4. 22(a) 所 示 的 静 定 结 构 支 座 出 现 了 水 平 位 移 c, 、 竖 向 沉陷 c, 和 转角 cas RK 
点 的 竖 向 位 移 A 关 全 根据 4.3 节 的 单位 荷载 法 及 式 (4- 27)， 由 于 杆 件 未 发 生变 形 ， 所 以 
du, dg, yds 均 为 零 ， 则 静 定 结构 在 支 座 移动 时 的 位 移 计 算 公式 为 

A. =— DFre (4-44) 
式 中 :Fr 为 虚拟 状态 [图 4. 22(b)] 的 支 座 反 力 ; XFree 为 反 力 虚 功 ， 当 Fk 与 实际 支 座 
位 移 c 方向 一 致 时 其 乘积 取 正 ， 相 反 时 为 负 。 注 意 式 (4 -43) 右 边 前 面 还 有 一 负 号 ， 系 原 
来 移 项 时 所 得 ， 不 可 漏 掉 。 
| 





7 š 
° S Fo 
Len | Fo 


(a) 实际 状态 (b) 虚拟 状态 
图 4.22 支 座位 移 计算 的 实际 状态 和 虚拟 状态 


⁄ `S 
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[B 4-9] FE 4. 23 HER = BD E E KO E a RA An, 二 0.06m( 向 下 ), 水 
平 位 移 为 An =0. 04m( 向 右 ), 已 知 1 一 12m, hh 二 8m， 试 求 由 此 引起 的 A 端 转角 pao 





(a) 实际 状态 (b) 虚拟 状态 
4.23 例 4-9 


【 解 】 虚拟 状态 如 图 4. 23(b) 所 示 ， 考 虑 刚 架 的 整体 平衡 ; 由 翌 M, =0 可 求 得 Fw = 
寺 ( 人 )， 青 考虑 右 半 刚 架 的 平衡 ， 由 忆 Me 一 0 RHF RO, MRA- 











E 1 1 An Ân 
pa =— DFe = an a = 22 
0.06 , 0.04 
=> 2x8 一 0..00256rad)( 顺 时 针 方向 ) 


| 4.1 静 定 结构 温度 变化 、 制 作 误差 等 引起 的 位 移 计算 


对 于 静 定 结构 , 当 发 生 温度 变化 时 ,不 会 引起 结构 内 力 。 但 材料 的 热 胀 冷 缩 会 引起 变 
形 ， 而 使 结构 产生 位 移 。 温度 改变 产生 的 位 移 取决 于 温度 的 改变 量 ， 而 非 实 际 温度 。 
温度 改变 引起 的 位 移 仍 用 单位 荷载 法 计算 ， 根 据 式 (4- 27)， 位 移 计算 的 一 般 公 式 为 
Ax =X | Frdu, + > | Maç, + 5 | Fay,as (4 一 45) 


RP: FAN、 了 、Fa 分 别 为 单位 力 状态 中 的 截面 轴 力 、 弯 和 矩 和 剪 力 ; du dç 和 yds 分 别 为 
温度 改变 引起 的 结构 微 段 的 变形 ， 只 要 求 出 微 段 的 变形 就 可 以 求 出 由 温度 变化 引起 的 
位 移 。 

如 图 4. 24(a) 所 示 ， 结 构 外 侧 温度 升 高 /, ， 内 侧 温度 升 高 :,， 现 要 求 由 此 引起 的 任 一 
点 沿 任 一 方向 的 位 移 ， 例 如 K 点 的 竖 向 位 移 Ak, 。 根 据 上 面 的 公式 ， 只 要 计算 出 微 段 的 变 
形 即 可 求 出 竖 向 位 移 。 现 在 来 研究 实际 状态 中 任 一 微 段 ds [图 4.23(c)] 由 于 温度 变化 所 
产生 的 变形 。 以 a 表示 材料 的 线 膨 胀 系数 ， 线 膨胀 系数 表示 单位 长 度 杆 件 温度 升 高 1C 时 
的 伸 长 量 ， 那 么 微 段 上 、 下 边缘 纤维 的 伸 长 量 分 别 为 aids 和 atsds。 为 简化 计算 ,假设 温 
度 沿 截 面 高 度 线性 变化 ， 这 样 在 温度 变化 时 截面 仍 保持 为 平面 。 由 几何 关系 可 求 得 微 段 在 
杆 轴线 处 的 伸 长 量 ; 























ER. de a daya í pe Ja- ds 4-46) 
u, =at ds + (at, ds —ati ds) 5a ptg Jds atds 
ha hi aiis z Se 
式 中 ， t= tpt 为 杆 轴线 处 的 温度 变化 。 若 杆 件 的 截面 对 称 于 形 心 轴 ， 即 hi = 





B 虚 功 原理 和 静 定 结构 位 移 计算 











dw A 
£ L YAY 
ds jands 
(a) (b) (c) (d) 


4.24 温度 改变 的 位 移 状态 及 力 状 态 


h = 1. mme 

由 于 温度 沿 高 度 线性 变化 ， 变 形 前 的 平 截面 变形 后 还 是 平面 ， 那 么 温度 变化 引起 的 微 
段 两 端 截面 的 相对 转角 do, 为 

at.ds—at ds aG —t)ds aA,ds 
dpm h a h =h 

式 中 ，A, 二 ts 一 4 为 两 侧 温度 变化 之 差 。 

由 图 4. 24(c) 可 见 ， 对 于 杆 件 体系 温度 变化 只 引起 微 段 的 轴 向 变形 和 两 个 截面 的 相 
对 转角 ， 并 不 引起 剪 切 变形 ， 即 恩 二 0。 将 以 上 微 段 的 温度 变形 量 即 式 (4 - 46)、 式 
(4-47) 代 人 式 (4-45) 可 得 











(4-47) 





~ D o [ aA ds A AS s Mds 
Au =X | Fsaras ! > [u° z DA Rd ! Xaa, | E 4-48) 


HRIBAR. WA 











Es i S ‘aA, 
Aii Sat | Rd Hz | Mas atA HETAT (4-49) 





RP: A= | Fwds ,为 FR 图 的 面积 ;AT 二 | Mas, 29 M 图 的 面积 。 
在 应 用 式 (4-48) 和 式 (4-49) 时 ， 应 注意 右边 各 项 正 负 号 的 确定 。 由 于 它们 都 是 内 力 
所 做 的 变形 虚 功 . 故 当 实际 温度 变形 与 虚拟 内 力 方向 一 致 时 乘积 为 正 ， 相 反 时 为 负 。 因 
此 ， 对 于 温度 变化 ， 若 规定 以 升温 为 正 ， 降 温 为 负 ， 则 轴 力 Fx 以 拉力 为 正 ， 压 力 为 负 ， 
BE M 则 应 以 使 t; 边 受 拉 者 为 正 ， 反 之 为 负 。 
对 于 梁 和 刚 架 。 在 计算 温度 变化 所 引起 的 位 移 时 ， 一般 不 能 略 去 轴 向 变形 的 影响 。 
对 于 梅 架 ， 各 杆 长 度 相同 时 ， 在 温度 变化 时 ， 其 位 移 计 算 公 式 为 
Ax = YFxatl (4—50) 
当 检 架 的 杆 件 长 度 因 制 造 误差 而 与 设计 长 度 不 符 时 ， 由 此 所 引起 的 位 移 计 算 与 温度 变 
化 相 类 以 。 设 各 杆 长 度 的 误差 为 A ， 则 位 移 计算 公 式 为 
Aw= ZENAL 4-51) 
[@] 4-10] 图 4.25(a) 所 示 刚 架 施工 时 温度 为 20C ， 试 求 冬季 当 外 侧 温度 为 一 10YC 、 
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内 侧 温度 为 0'C 时 A 点 的 竖 向 位 移 Aw ,已 知 !=4m，v=10 ,各 杆 件 均 为 矩形 截面 ， 高 
RE h=0. 4m。 


Ue l 


tř i 


Ei 





(a) 实际 状态 (b) 虚拟 状态 (c) FKEA (d) MES 
图 4.25 例 4-10 图 


【 解 】 外 侧 温 度 变 化 为 1, = 一 10'C 一 20C = 一 30'C ， 内 侧 温 庆 变 化 为 (= 0 一 207 = 
一 20C ， 故 有 


psit E a), A, =t t = —20—(—30)=10(C) 
绘 出 Fs、M 图 ， 如 图 4.25(c)、(d) 所 示 ， 将 相关 数据 代入 式 (4 - 49) 并 注意 正 负 号 的 确 
定 ， 可 得 








) ‘A xio r 
Any = EatA r + xx A= (25) X(—1) +Š = | r) 














15al? 31 1 3X4 
5 =25X1 X 107X 4X 
25al , 2 =) 25X41 X 10, 4 fi- 5X0. J" m 


=—0.005m=—5mm( 1) 


| 4.8 线 弹性 体系 的 互 等 定理 


变形 体系 虚 功 原理 可 以 推 得 线 弹性 体系 的 几 个 普遍 定理 ,它们 分 别 是 功 的 互 等 定 
理 、 ea 反 力 互 等 定理 和 反 力 位 移 互 等 定理 ， 其 中 功 的 互 等 定理 是 最 基本 的 ， 
其 他 三 个 定理 都 可 由 此 推导 出 来 。 这 四 个 互 等 定理 在 以 后 的 章节 中 要 经 常 引用 。 
互 等 定理 只 适用 于 线性 变形 体系 ， 其 应 用 条 件 如 下 : 
(1) 材料 处 于 弹性 阶段 ， 应 力 与 应 变 成 正比 ; 
(2) 结构 变形 很 小 ,不 影响 力 的 作用 。 

















4.8.1 功 的 互 等 定理 


= 





日 简 支 梁 代表 任意 线 弹 性 结构 。 如 图 4. 26(a)、(b) 所 示 , 设 有 两 组 外 力 F, 和 下, 分 
别 作用 于 同一 线 弹性 结构 上 ， 分 别称 为 结构 的 第 一 状态 和 第 二 状态 。 如 果 计 算 第 一 状态 的 
外 力 和 内 力 在 第 二 状态 相应 的 位 移 和 变形 上 所 做 的 虚 功 分 别 为 Wis 和 Ws， 并 根据 虚 功 原 























BE 虚 功 原理 和 稳定 结构 位 移 计 算 





理 Wis 二 Wu:， 则 有 
"A [MiMsds J. [FaFsÜ ds vf, Fa Fe ds 
FA zj ET +> [ EA xfa GA (4-52) 
这 里 ， 位 移 Ai 两 个 下 标的 含义 与 前 相同 : 第 一 个 下 标 1 表示 位 移 的 地 点 和 方向 ， 即 该 位 
BEF 作用 点 沿 F, 方向 上 的 位 移 ; 第 二 个 下 标 2 表示 产生 位 移 的 原因 ， 即 该 位 移 是 由 于 
F, 所 引起 的 。 












































(bj 第 三 状态 


4.26 功 的 互 等 定理 示意 图 


反 过 来 ， 如 果 计 算 第 二 状态 的 外 力 和 内 力 在 第 一 状态 相应 的 位 移 和 变形 上 所 做 的 虚 功 
分 别 为 W. 和 Was， 并 根据 虚 功 原理 WwW， 一 Wi WA 








F.A. y |M y peka y | ea d (4-53) 
由 式 (4 -52)、 式 (4 一 53) 可 以 看 出 ,两 式 右边 是 完全 相等 的 ， 因 此， 可 以 得 到 
FA 一 FAa (4-54) 
或 写 为 
We =Wai (4-55) 


上 式 表明 : 同志 线 弹 性 结构 处 于 两 种 受 力 状态 时 ,第 一 状态 的 外 力 在 第 二 状态 相应 位 
移 上 所 做 的 虚 功 ， 等 于 第 二 状态 的 外 力 在 第 二 状态 相应 位 移 上 所 做 的 虚 功 。 这 就 是 功 的 互 
等 定理 。 


4.8.2 位 移 互 等 定理 


下 面 来 介绍 功 的 互 等 定理 的 一 种 特殊 情况 。 如 图 4.27 所 示 ， 假 设 两 个 状态 中 的 荷载 
都 是 单位 力 ， 即 Fi 二 1、F; 二 1， 则 由 式 (4 -54) 可 得 
l+ An=1° An (4-56) 
Bp 
Ar=4a (4-57) 
式 中 ，Ais 和 Aw 都 是 由 单位 力 所 引 起 的 位 移 ， 为 区 别 起 见 ， 特 改 用 小 写字 母 ó, 和 ó, 表 
示 ， 于 是 式 (4 -57) 变 为 








Qi =à, (4-58) 
上 式 表 明 : 第 二 个 单位 力 所 引 起 的 第 一 个 单位 力作 用 点 沿 其 方向 的 位 移 ， 等 于 第 一 个 
单位 力 所 引 起 的 第 二 个 单位 力作 用 点 沿 其 方向 的 位 移 。 这 就 是 位 移 互 等 定理 。 

应 当 指 出 ， 这 里 的 单位 力 是 广义 力 ， 包括 各 种 单位 荷载 ;位 移 也 是 相应 的 广义 位 移 ， 














93 





包括 线 位 移 、 角 位 移 等 。 
例如 在 图 4. 28 所 示 的 两 个 状态 中 ,根据 位 移 互 等 定理 ， 应 有 ga 二 fc。 实 际 上 ， 由 材 
料 力学 可 知 
FP’ " Fir 
29“ 一 1657， 1c 一 16F7 





se Ft: 
若 下 =1、M=1( 注 意 F=1, M=1 的 量 纲 为 一 )， 则 有 ga = fe = T6ET° 可 见 ， 虽 然 pa 


代表 单位 力 引起 的 角 位 移 ，fc 代表 单位 力 偶 引 起 的 线 位移 ， 含义 不 同 ,但 此 时 二 者 在 数 
值 上 是 相等 的 ， 量 纲 也 相同 。 





图 4.27 位 移 互 等 定理 示意 图 图 4.28 位 移 互 等 定理 实例 图 


4.8.3 反 力 互 等 定理 


反 力 互 等 定理 也 是 功 的 互 等 定理 的 一 种 特殊 情况 ， 它 用 来 说 明 在 超 静 定 结构 中 假设 两 
个 支 座 分 别 产 生 单位 位 移 时 ， 两 个 状态 中 反 力 的 互 等 关系 。 图 4. 29(a) 、(b) 所 示 分 别 为 同 
-种 超 静 定 结构 的 两 种 支 座位 移 状 态 ， 图 4. 29 (a) 表 示 支 座 1 发 生 单位 位 移 A =1 的 状 
态 ， 此 时 使 支 座 2 产生 的 反 力 为 ra; 图 4. 29 (b) 表 示 支 座 2 发 生 单位 位 移 A, 二 1 的 状态 ， 
此 时 使 支 座 1 产生 的 反 力 为 rm。 根据 功 的 互 等 定理 
ra * A:=ris * A 4-59) 
根据 Al 二 As 二 1, 可 得 
ra =r (4-60) 
ERRI: 支 座 1 发 生 单位 位 移 所 引起 的 支 座 2 的 反 力 ， 等 于 支 座 2 发 生 单位 位 移 所 
引起 的 支 座 1 的 反 力 。 这 就 是 反 力 互 等 定理 。 
一 定理 对 结构 上 任何 两 个 支 座 都 适用 ， 但 应 注意 反 力 与 位 移 在 做 功 的 关系 上 应 相对 
应 ， 即 力 对 应 于 线 位 移 ， 力 偶 对 应 于 角 位 移 。 例 如 在 图 4. 30(a)、(b) 所 示 的 两 个 状态 中 ， 
应 有 ri 二 ra， 它们 虽然 一 为 单位 位 移 引 起 的 反 力 偶 、 一 为 单位 转角 引起 的 反 力 ， 含 义 并 
不 同 ， 但 此 时 两 者 在 数值 上 是 相等 的 ， 量 纲 也 相同 。 








S 虚 功 原理 和 艇 定 结构 位 移 计算 











图 4.29 反 力 互 等 定理 示意 图 图 4.30 反 力 互 等 定理 实例 


4.8.4 反 力 位 移 互 等 定理 


反 力 位 移 互 等 定理 又 是 功 的 互 等 定理 的 一 种 特殊 情况 ， 它 说 明 一 个 状态 中 的 反 力 与 另 
一 个 状态 中 的 位 移 具 有 的 互 等 关系 。 图 4. 31( 记 表示 单位 荷载 F =l 作用 时 ， 支 座 1 的 反 
力 偶 为 ra ， 其 方向 设 如 图 所 示 ; 图 4..31(b) 表 示 当 支 座 1 顺 rs 的 方向 发 生 单位 转角 gi =1 
m. F. 作用 点 沿 其 方向 的 位 移 为 6ji。 对 这 两 个 状态 应 用 功 的 互 等 定理 ， 就 有 
Ypi F:n =0 4-61) 
根据 p51, F,=1 可 得 
ri =Š (4-62) 





加 
图 4.31 反 力 位 移 互 等 定理 示意 图 
上 式 表 明 : 单位 力 所 引 起 的 结构 某 支 座 反 力 ， 等 于 该 支 座 发 生 单位 位 移 时 所 引起 的 单 


位 力作 用 点 沿 其 方向 的 位 移 ， 但 符号 相反 。 这 就 是 反 力 位 移 互 等 定理 。 同 样 ， 这 里 的 力 是 
广义 力 ， 位 移 是 广义 位 移 。 


本 章 主 要 讲述 变形 体系 的 虚 功 原理 、 位 移 计 算 的 单位 荷载 法 和 图 乘法 ,论述 静 定 结构 
在 荷载 作用 下 、 温 度 变 化 时 和 支 座 移动 时 的 位 移 计 算 及 线 弹 性 结构 的 互 等 定理 ， 从 变形 体 
系 的 虚 功 原理 入 手 .采用 单位 荷载 法 计算 结构 在 荷载 作用 下 、 温 度 变化 时 和 支 座 移动 时 的 
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位 移 ， 并 利用 图 乘法 对 特定 谊 和 矩 的 位 移 进行 求解 。 最 后 介绍 了 结构 的 四 个 互 等 定理 。 
本 章 的 重点 是 利用 单位 荷载 法 和 图 乘法 对 结构 的 位 移 进行 求解 。 




















思 考题 

4.1 为 什么 虚 功 原理 无 论 对 于 弹性 体 、 非 弹性 体 、 刚 体 都 成 立 ? 其 适用 条 件 是 
什么 ? 

4.2 应 用 虚 功 原理 求 位 移 时 ， 应 怎么 假设 单位 荷载 ? 

4.3 单位 荷载 法 是 否 适用 于 超 静 定 结构 的 位 移 计 算 ? 

4.4 图 乘法 的 适用 条 件 是 什么 ? 

4.5 在 温度 变化 引起 的 位 移 计 算 公式 中 ， 如 何 确定 各 项 的 正 负 号 ? 

4.6 没有 内 力 就 没有 变形 ， 此 结论 对 否 ? 

4.7 简 述 弹性 体系 的 互 等 定理 。 互 等 定理 为 何 只 适用 于 弹性 结构 ? 


习 题 


4-1 图 4.32 所 示 结 构 的 广义 力 相 对 应 的 广义 位 移 分 别 为 : (a) ; 
(b) s Co) ; (A ; (e) 





(e) 





图 4.32 习题 4-1 图 


4-2 图 4.33(a) 所 示 结 构 上 的 力 在 图 (b) 所 示 由 温度 变化 引起 的 位 移 上 做 的 虚 功 


4 
4 B pa ps H 


>” m m Fp = 
(a) (b) 


图 4.33 习题 4-2 图 


MB 虚 功 原理 和 移 定 结构 位 移 计算 





4-3 图 4.34 所 示 各 单位 力 状 态 ， 试 求 图 (a) 所 示 荷 载 引 起 的 哪些 位 移 的 单位 力 状 








态 。(b) ši (e) ; (d) ; (e) 
q Į I 
1 A kz: f ea 1 `> 29 
加 中 


(c) 





1 1 1 
ees é 
(d) (© 
图 4.34 习题 4-3 图 
4-4 用 积分 法 求 图 4. 35 所 示 结 构 跨 中 点 的 竖 向 位 移 。 
4-5 用 积分 法 求 图 4.36 所 示 结 构 A 点 的 水 平 位 移 。 


Fp 
2EI 
Fp] 
| 1 EI EI 
Z A El El 
O mm. 
K 
-— —— A 
1/2 nn Ww I 
图 4.35 习题 4-4 图 图 本 36 -习题 4-5 图 


4-6 用 积分 法 求 图 4.37 所 示 刚 架 B 点 的 水 平 位 移 。ET 等 于 常数 。 
4-7 SRE LISHE P AB 、BCG; 两 杆 之 问 的 相对 转角 。 各 杆 EA 相同 。 











图 4.37 习题 4-6 图 图 4.38 习题 4-7 图 


4-8 用 图 乘法 求 图 4. 39 所 示 结 构 的 指定 位 移 。 

4-9 图 4.40 所 示 结 构 内 部 温度 上 升 :， 外侧 温 度 不 变 , 已 知 线 膨胀 系数 为 a， 试 求 
C 点 的 竖 向 位 移 。 

4-10 图 4.41 所 示 术 架 中 ，AD 杆 的 温度 上 升 :已 知 线 膨 胀 系数 为 a。 试 求 C 点 的 
竖 向 位 移 。 

4-11 试 求 图 4. 42 所 示 结 构 由 于 支 座 移动 产生 的 A 点 的 水 平 位 移 。 已 知 ci Slem, 
cz=2cm, cs=0.00lrad。 

4-12 求 图 4.43 所 示 结 构 由 于 支 座 移动 引起 的 C 铵 两 侧 截面 的 相对 转角 。 
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(a) 4 截面 转角 及 中 点 的 竖 向 位 移 
4ET 4 
| E EI 
9 
q 
1 B 4EI 
251 EI 
2a a | ii 
(c) 5 点 转角 (dj4 截 面 转角 
D ë 
=] o 
E 
Z EF 常数 £ 
á 
4 B 


6m 6m 


(e) C 点 的 竖 向 和 水 平 位 移 及 D 截 面 转角 
4.39 习题 4-8 





l 


SS 
rm 








H- nmn —— n — 
图 4.40 习题 4-9 图 图 4.41 习题 4-10 图 


m 1 r a £ B 
l> 7 g f x” § 
4m k = 

全 m= 8 Ao. | | CZ a a 


图 4.42 习题 4-11 图 图 4.43 习题 4-12 图 
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4-13 图 4.44 所 示 为 48m 下 承 式 铁路 术 架 桥 简 图 ， 为 了 设置 上 拱 度 ， 在 制造 时 将 上 
弦 杆 每 16m 加 长 16mm， 试 求 由 此 引起 的 节点 E; 的 竖 向 位 移 ( 注 : 实际 制作 时 ， 为 了 制 
造 安装 方便 ， 各 上 弦 杆 长 度 仍 保持 不 变 ， 只 是 在 结 点 A! 、A;、A1 处 ,将 结 点 板 上 与 上 弦 
杆 相 联 的 钉 孔 位 置 外 溢 8mm 来 达到 上 述 目 的 )。 











F 6x8m=48m =| 
图 4.44 习题 4-13 图 
4-14 互 等 定理 包括 定理 、 定理 、 定理 、 








定理 ， 其 中 定理 是 最 基本 的 。 
4-15 功 的 互 等 定理 适用 于 体系 。 





PH = 
J 法 


Essen ) 


主要 讲述 力 法 的 基本 概念 和 典型 方程 ， 并 利用 力 法 对 超 静 定 结构 在 荷载 作用 、 温 度 变化 、 支 座 移 动 
时 的 内 力 和 位 移 进行 求解 ， 同 时 利用 对 称 性 对 结构 的 内 力 和 位 移 计 算 进行 简化 ， 并 对 结构 的 内 力图 进行 
校 核 ， 了 解 超 静 定 结构 和 静 定 结构 的 特性 差别 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 

(1) 掌握 力 法 的 基本 概念 和 超 静 定 次 数 的 确定 

(2) 掌握 力 法 的 典型 方程 和 计算 步骤 


(3) 掌握 用 力 法 求解 结构 在 荷载 作用 下 的 内 力 和 位 移 的 实例 3 


(4) 掌握 用 力 法 求解 结构 在 温度 变化 和 支 座 移 动 时 的 内 为 和 位 移 的 实例 ; 
(5) 掌握 利用 对 称 性 计算 结构 的 内 力 和 位 移 ; 
(6) 掌握 内 力图 的 校 核 方法 ; 
CT) 了 解 超 静 定 结构 的 特性 。 


能 力 要 求 


相关 知识 





力 法 的 基本 概念 和 
超 静 定 次 数 的 确定 


(1) 理解 力 法 的 基本 概念; 
(2) 掌握 超 静 定 次 数 的 确定 方法 


(1) 超 静 定 结构 ; 

(2) 多 余 约 束 和 多 余 未 知 力 
(3) 超 静 定 次 数 的 确定 方法 ; 
(4) 基本 结构 和 基本 体系 





力 法 的 典型 方程 和 
计算 过 程 


(1) 掌握 力 法 的 典型 方程 ; 
(2) 运用 力 法 求解 荷载 作用 下 结构 
的 内 力 和 位 移 


(1) 力 法 的 典型 方程 ; 
(2) 主 系数 和 副 系 数 ; 
G) 力 法 的 计算 步骤 





结构 在 温度 变化 和 
支 座 移动 时 的 内 力 和 
位 移 


(1) 运用 力 法 求解 结构 在 温度 变化 
时 的 内 力 和 位 移 ; 

(2) 运用 力 法 求解 结构 在 支 座 移 动 
时 的 内 力 和 位 移 


(1) 推导 结构 在 温度 变化 时 的 力 法 
方程 ; 

(2) 推导 结构 在 支 座 移动 时 的 力 法 
方程 ; 

(3) 运用 力 法 求解 结构 在 温度 变化 
和 支 座 移动 时 的 内 力 和 位 移 





对 称 性 的 利用 





(1) 理解 对 称 的 概念 ; 
(2) 掌握 对 称 性 结构 的 特点 ; 
(3) 掌握 取 一 半 结 构 计算 的 方法 





(1) 对 称 结构 、 对 称 荷载 和 反对 称 
荷载 ; 

(2) 对 称 结构 的 受 力 特点 

(3) 半 结构 的 取 法 及 应 用 对 称 性 求 
结构 内 力 
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第 5 章 J 法 





( 续 ) 





知识 要 点 


能 力 要 求 


相关 知识 





超 静 定 结构 位 移 的 
求解 


(1) 掌握 超 静 定 结 构 位 移 的 求解 
方法 
(2) 掌握 超 静 定 结构 位 移 求 解 的 
步骤 


(1) 超 静 定 结构 位 移 的 求解 方法 ; 
(2) 超 静 定 结构 位 移 求解 的 步骤 和 
实例 





内 力图 的 校 核 和 超 
静 定 结构 的 特性 


AE 





(1) 平衡 条 件 校 核 ; 
(2) 位 移 条件 校 核 ; 
(3) 理解 超 静 定 结构 的 特性 





(1) 平衡 条 件 ; 
(2) 位 移 协调 条 件 ; 
(3) 超 静 定 结构 的 内 力 、 位 移 特 性 


超 静 定 次 数 、 基 本 结构 、 基 本 体系 、 基 本 未 知 量力 法 典型 方程 、 对 称 性 、 对 称 荷 
载 、 反 对 称 荷载 、 平 衡 条 件 、 位 移 协调 条 件 。 





Ds 


超 静 定 结构 是 工程 实际 中 常用 的 一 类 结 梅 ,其 内 力 和 位 移 必须 同时 满足 平衡 条 件 和 位 移 协 调 条 件 才 


能 确定 。 力 法 是 求解 超 静 定 结构 最 基本 的 六法 之 一 ， 
算 转 化 为 静 定 结构 的 一 种 计算 方法 < 


SLi 


| 5.1 # 


超 静 定 结构 的 概念 


述 


它 是 以 多 余 欧 素 边 非 为 未 知 量 ， 把 超 静 定 结构 的 计 





-个 结构 ， 如 果 它 的 支 座 反 力 和 各 截面 的 所 有 内 力 不 能 仅 通过 平衡 条 件 唯 一 确定 ， 就 
称 为 超 静 定 结构 。 在 工程 中 实际 中 ， 超 静 定 梁 、 超 静 定 枯 架 等 都 是 常见 的 超 静 定 结构 ， 如 


图 5.1 所 示 。 


5.1.2 


超 静 定 结构 的 计算 方法 


超 静 定 结构 的 求解 需要 综合 考虑 以 下 三 个 方面 的 条 件 : 
(1) 平衡 条 件 : 结构 是 平衡 的 ， 那么 结构 的 任 一 部 分 都 应 满足 受 力 平衡 条 件 。 


(2) 几何 条 件 ， 又 称 变 天 





应 满足 约束 条 件 和 变形 连续 条 件 。 
(3) 物理 条 件 : 变形 或 位 移 与 力 之 间 的 物理 关系 。 


条 件 或 位 移 条 件 、 协 调 条 件 等 ， 指 结构 各 部 分 的 变形 和 位 移 
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LILNA A 


(a) B|: (b) 组 合 结构 (c) t 





(f) 吊桥 (g) 拱 坝 
图 5.1 超 静 定 结构 实例 


根据 选择 的 基本 未 知 量 的 不 同 ， 综 合 考虑 以 上 三 方面 条 件 会 得 到 求解 超 静 定 结构 的 两 
种 基本 方法 ， 即 力 法 (又 称 柔 度 法 ) 和 位 移 法 (又 称 刚度 法 ) 。 所 谓 基 本 未 知 量 ， 是 指 这 样 的 
未 知 量 ， 当 首先 求 出 它们 之 后 ， 即 可 用 它们 求 出 其 他 的 未 知 量 。 力 法 是 以 多 余 未 知 力作 为 
基本 未 知 量 ， 即 先 求 出 多 余 约 束 力 ， 然 后 计算 内 力 和 位 移 ; 位 移 法 是 以 某 些 位 移 作为 基本 
未 知 量 ， 先 求 出 结构 的 某 些 位 移 ， 然 后 计算 内 力 和 位 移 。 


| 5. 2 力 法 的 基本 概念 


图 5.2(a) 所 示 一 次 超 静 定 梁 , 与 图 5. 2(b) 所 示 的 基 臂 梁 相 比 多 了 一 个 支 座 孔 。 将 支 座 召 作 
为 多 余 联系 去 掉 ， 以 相应 的 多 余 未 知 力 Xi WE. WRX 已 知 ,那么 粱 的 内 力 和 支 座 反 力 都 可 
按 静 力 平衡 条 件 求解 。 因 此 图 5. 2(a) 所 示 超 静 定 梁 的 关键 是 确定 多 余 未 知 力 X o 

其 中 多 余 未 知 力 X 就 是 力 法 的 基本 未 知 量 。 将 原 超 静 定 结构 中 去 掉 多 余 联 系 后 得 到 
的 静 定 结构 ， 称 为 力 法 的 基本 结构 ; 基本 结构 在 荷载 和 多 余 未 知 力 共同 作用 下 的 受 力 体 
系 ， 称 为 力 法 的 基本 体系 。 下 面 来 讨论 多 余 未 知 力 Xi 的 求解 。 
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q 
A ka a= 
F A 
— 
(a) 原 结构 Ee 
q 局 图 
= B aÈ 
e A = 
(b) 基本 体系 “ 
了 aa 
= X=1 
(e) 加 对 应 的 位 移 X Omia 
2 P 
4 e Ke 
8 
Far 
(d) 9 对 应 的 位 移 (e) M E 
图 5.2 力 法 基本 概念 图 5.3 结构 弯 矩 图 





从 图 5.2(b) 可 以 看 出 仅 靠 平衡 条 件 无 法 求 出 X, ， 因 为 在 基本 体系 中 截取 的 任何 隔离 
体 ， 除 了 X, 之 外 还 有 三 个 未 知 反 力 或 内 力 7 故 平衡 方程 的 总 数 恒 少 于 未 知 力 的 总 数 ， 其 
解答 是 不 定 的 。 实 际 上 此 时 的 Xr 祖 当 于 作用 在 基本 结构 于 的 荷载 ， 因 此 无 论 X, 为 多 大 
(只 要 梁 不 破坏 )， 都 能 够 满足 平衡 条 件 。 为 了 确定 多 余 未 知 力 X,， 必 须 考 虑 变形 条 件 建 
立 补充 方程 。 为 使 基本 体系 和 原 结 构 受 力 和 变形 一 致 ， 基 本 体系 的 忆 点 在 荷载 of 和 多 余 未 
知 力 X 共同 作用 下 的 竖 向 位 移 ( 即 沿 力 X, 方向 止 的 位 移 )A, 也 应 等 于 零 ， 即 
A= 0 (5-1) 
设 以 Au 和 An 分 别 表示 多 余 未 知 力 Xi 和 荷载 q 单独 作用 在 基本 结构 上 时 B 点 沿 X， 
方向 的 位 移 ， 如 图 5. 2(c) 、(d) 所 示 ， 其 符号 都 以 沿 假定 的 X, 方向 为 正 ， 两 个 下 标的 含 
义 与 前 面 所 述 相同 ， 即 第 一 个 表示 位 移 的 地 点 和 方向 ， 第 二 个 表示 产生 位 移 的 原因 。 根 据 
EME., RG- DJE: 
4 一 Au 十 Ap 一 0 (5—27 
车 以 9 表示 X, 为 单位 力 即 X =1 作用 时 B AR X TAWA, WE AnS 
于 是 上 述 位 移 条 件 可 写 为 
Ən X +A r=0 (5-3) 
由 于 òn P A r ABERE EE AE F. npa 4 章 所 述 方法 求 得 ， 因 而 
多 余 未 知 力 X, 即 可 由 此 方程 解 出 。 此 方程 便 称 为 一 次 超 静 定 结构 的 力 法 基本 方程 。 
为 了 计算 Su 和 Aip， 可 分 别 绘 出 基本 结构 在 X, —1 和 4 ETF SEEM M M, 图 ， 
如 图 5. 3(a) 、(b) 所 示 ， 然 后 用 图 乘法 进行 计算 。 求 611 时 为 M. ARM, 图 ， 称 为 M 图 
“AR”: 
Mids 1P2U P 
òn zÍ EI EI23 3EI 
SR An 则 为 M 图 和 M, 图 进行 图 乘 : 
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M.M,ds 1 (lq 332 ql’ 
âr zÍ EI AE 1) 8EI 


将 Su 和 Ai 代入 式 (5-3) 可 解 得 
Ai ( u) 1 3ql 
Ön BEI )/ 3EI 8 
计算 结果 为 正 值 ， 说 明 X, 的 实际 方向 与 假设 相同 ， 即 向 上 。 车 为 负 值 ， 则 与 假设 方 
向 相反 。 求 出 多 余 未 知 力 X 后 ,其 余 所 有 反 力 、 内 力 都 可 按 静 定 问 题 来 进行 计算 。 在 绘 
制 最 后 弯 矩 图 M 图 时 ,可 以 用 到 加 法 根据 M 和 M, 图 绘制 ， 即 
M=M.X.+M, 6-4) 
ERKMEN X, 倍 ， 再 与 M, 图 的 对 应 竖 标 相 加 。 例 如 截面 A 0923829 
maxit- Mat 
RERA, TA EEA M 图 如 图 ,5.3(c) 所 示 。 此 弯 矩 图 既是 基本 
体系 的 弯 矩 图 ， 同 时 也 是 原 结构 的 弯 矩 图 。 
通过 上 面 的 求解 过 程 ， 可 知 力 法 求解 超 静 定 结构 的 计算 步骤 如 下 : 
(1) 确定 原 结构 的 超 静 定 次 数 ( 见 下 一 节 的 解释 )， 去 掉 多 余 联 系 ， 得 出 一 个 静 定 的 基 
本 结构 ， 以 多 余 未 知 力 代替 相应 多 余 联系 的 作用 ， 并 确定 力 法 的 基本 体系 ; 
(2) 根据 基本 结构 在 多 余 未 知 力 和 荷载 共同 作用 下 ， 在 所 去 各 多 余 联 系 处 的 位 移 应 与 
原 结构 位 移 相 等 的 条 件 建立 力 法 的 上 典型 方程 ; 
(3) 作出 基本 结构 的 各 单位 弯 和 矩 图 和 荷载 弯 矩 图 (或 内 力 表 达 式 )， 按 求 位 移 的 方法 计 
算 典 型 方程 中 的 系数 和 自由 项 ; 
(4) 解 方程 ， 求 出 各 多 余 未 知 力 即 各 基本 未 知 量 ; 
(5) 按 静 定 结构 的 计算 方法 ， 由 平衡 条 件 或 一 加 法 求解 最 后 的 内 力 。 
【 例 5-1] 试用 力 法 计算 图 5. 4(a) 所 未 结构 的 内 力 ， 绘 制 弯 矩 图 。 
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图 5.4 例 5-1 图 
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SE 3 法 





【 解 】 (1) 确定 基本 体系 。 去 掉 C 支 座 后 基本 结构 如 图 5. 4(b) 所 示 , C 支 座 的 支 座 反 
JX, 为 力 法 基本 未 知 量 , 设 X, 的 方向 向 上 ， 力 法 基本 体系 如 图 5. 4(c) 所 示 。 

(2) 建立 力 法 方程 。 根 据 基本 体系 C 点 竖 向 位 移 应 等 于 原 体系 C 点 竖 向 位 移 ， 可 知 变 
形 条 件 为 





A,—=0 

基本 体系 C 点 竖 向 位 移 A, 等 于 荷载 单独 引起 的 C 点 竖 向 位 移 Ai 与 多 余 未 知 量 X, 单 

独 引起 的 C 点 竖 向 位 移 Su X, 之 和 。 根 据 变形 条 件 ， 得 力 法 方程 为 
ón X, +A F =0 

(3) 作 单 位 弯 矩 图 、 荷 载 弯 矩 图 。 力 法 方程 中 的 系数 oa 和 常数 项 Ar 均 为 基本 结构 C 
点 竖 向 位 移 ， 用 图 乘法 求解 绘 出 基本 结构 在 X =1 和 荷载 单独 作用 下 的 弯 和 矩 图 ， 如 图 5.4 
(d). 、(e) 所 示 。 

(4) 求 系数 、 常 数 项 。 利 用 图 乘法 求 系数 和 常数 项 。 将 M, 图 自 乘 ， 得 








1 1 2 1 224m” 
人 全 ximxtmjx 人 (全 xim] HE (Am X4m)(4m)= ZEI 
将 Mi 图 和 Mo HER. 得 
1 (1 320kN ° m* 
Ae (FX tmX dokN em] —a = — 2298 m 
(5) 解 力 法 方程 。 该 方程 为 
224m À _ 320kN ° m° 
IED | ET — 


解 得 
30 
Xi =Z 1) 


(6) 绘制 弯 矩 图 根据 又 加 公式 MMX, HM, HAIDEN TF 





30 
Man =4mXX, 40kN + m=4mX —kN 40kN + m=— 22. 86kN * m 











0 
Mpa 4mXX,—0 4mx Š KN 0=— 17. 14kN ° m 


30 
Mc =4mX Xi —0=4mX 7 kN—0=17. 14kN * m 


据 此 作出 弯 和 矩 图 ， 如 图 5. 4(f) 所 示 。 
| 5. 3 力 法 基本 结构 和 超 静 定 次 数 的 确定 


从 上 节 可 以 看 出 ， 力 法 的 第 一 步 是 确定 基本 体系 ， 也 就 是 确定 力 法 的 基本 结构 和 基本 
未 知 量 。 而 力 法 的 基本 结构 是 将 超 静 定 结构 中 的 多 余 约束 去 掉 后 得 到 的 结构 。 超 静 定 结构 
中 有 和 多少 个 多 余 约 束 ， 哪些 约束 可 以 看 作 多 余 约 束 ， 是 确定 力 法 基本 结构 的 关键 。 超 静 定 
结构 中 多 余 约束 (联系 ) 的 数目 ， 就 是 超 静 定 结构 的 超 静 定 次 数 。 

在 几何 构造 上 ， 超 静 定 结构 可 以 看 作 是 在 静 定 结构 的 基础 上 增加 若干 多 余 联 系 构成 。 
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此 ,确定 超 静 定 次 数 最 直接 的 方法 ， 就 是 解除 多 余 联 系 ， 使 原 结构 变 成 一 个 静 定 结构 。 
拆除 的 多 余 联系 的 数目 ， 就 是 原 结构 的 超 静 定 次 数 ; 拆除 的 多 余 约 束 中 的 力 ， 即 是 力 法 的 
基本 未 知 量 ; 由 此 得 到 的 静 定 结 构 ， 就 是 力 法 的 基本 结构 。 

从 超 静 定 结 构 上 解除 多 余 联 系 的 方式 通常 有 如 下 几 种 : 

(1) 去 掉 或 切断 一 根 链 杆 ， 相 当 于 去 掉 一 个 联系 ， 如 图 5. 5Ca) 所 示 ; 

D 拆 开 一 个 单 鲍 ， 相 当 于 去 掉 两 个 联系 ， 如 图 5. 5(b) 所 示 。 

G) 在 刚 结 处 做 一 切口 或 去 掉 一 个 固定 端 ， 相 当 于 去 掉 三 个 联系 ， 如 图 5. 5(c) 所 示 。 
(4) 将 刚 结 改 为 单 贸 联 结 ， 相 当 于 去 掉 一 个 联系 ， 如 图 5. 5(d) 所 示 。 

(5) 将 固定 端 改 为 滑动 支 座 ， 相 当 于 去 掉 一 个 联系 ， 如 图 5. 5(e) 所 示 。 

(6) 将 固定 端 改 为 可 动 铵 支 座 ， 相 当 于 去 掉 两 个 联系 ， 如 图 5. 5(f) 所 示 。 

(7) 将 滑动 支 座 改 为 可 动 铵 支 座 ， 相 当 于 去 掉 一 个 联系 ， 如 图 -5. 5(g) 所 示 。 


“esa p 18 
ri Pat 
































(e) (Q) 


(2) 
图 5.5 超 静 定 次 数 的 确定 


例如 图 5.6(a) 所 示 结 构 ， 在 拆 开 单 贸 、 切 断 链 杆 并 在 刚 结 处 做 一 切口 后 ,将 可 得 到 
图 5. 6(b) 所 示 的 静 定 结构 ， 故 知 原 结构 为 6 次 超 静 定 。 对 于 同一 个 超 静 定 结构 ,可 以 采 
取 不 同 的 方式 去 掉 多 余 联 系 .， 从 而 得 到 不 同 的 静 定 结构 ,但 是 所 去 多 余 联 系 的 数目 总 是 相 
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同 的 。 例 如 对 于 上 述 结构 ， 还 可 以 按 图 5. 6(c) 、(d) 等 所 示 的 方式 去 掉 多 余 联系 ， 都 表明 
原 结构 是 6 次 超 静 定 的 。 


























I A A 
aH 上 | .号 
L da l 32 


(a) (b) (c) (d) 
图 5.6 组 合 结构 的 超 静 定 次 数 


对 于 框 格 结构 ， 按 框 格 的 数目 来 确定 超 静 定 次 数 较 为 方便 一 个 封闭 无 贸 的 框 格 ， 其 
超 静 定 次 数 等 于 3， 如 图 5. 6(c) 所 示 。 当 结构 有 太 个 封闭 无 铵 框 格 时 ， 其 超 静 定 次 数 n= 
3f， 例 如 图 5.7(a) 所 示 结 构 的 超 静 定 次 数 =3X7 三 21， 当 结构 上 还 有 若干 铵 接 处 时 ， 设 
单 铵 数目 为 六 ， 则 超 静 定 次 数 ==3/ 一 h， 例 如 图 7Cb) 所 示 结 构 ， 其 超 静 定 次 数 n= 二 3X 
7 一 5 二 16。 在 确定 封闭 框 格 数目 时 ,应 注意 由 地 基本 身 围 成 的 框 格 不 应 计算 在 内 ， 也 就 是 
地 基 应 作为 一 个 开口 的 刚 片 ， 例 如 图 5 Fe) 所 示 结 构 ， 其 封闭 格子 数 应 为 3 而 不 是 4。 














(a) ©) (o) 
图 5.7 框 格 结构 的 超 静 定 次 数 


也 可 由 结构 的 计算 自由 度 W 来 确定 超 静 定 次 数 n。 显 然 ， 对 几何 不 变 体系 有 = 
一 W。 例 如 对 图 5. 5(a) 所 示 结 构 ， 可 得 
W=3m—(2h+r)=3X4—(2X5+3)=—1 
M n=l, 
【 例 5-2】 确定 图 5. 8(a) 所 示 结 构 的 超 静 定 次 数 。 


¥ sa PÄ # I" 5 i £ pi Ta 3 


(a) (b) (c) (d) 
5.8 5-20 








【 解 】 原 结构 拆 掉 两 个 支 座 后 成 为 悬臂 梁 ， 如 图 5.8 OR W$ R e E a U 
故 原 结构 是 二 次 超 静 定 结 构 , 力 法 基本 体系 如 图 5.8(b) 所 示 ，X,、X, 是 力 法 基本 未 
知 量 。 
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也 可 拆 成 简 支 梁 ， 如 图 5. 8(c) 所 示 。 固 定 端 变 成 固定 铵 支 座 ， 相 应 的 约束 力矩 为 力 法 
基本 未 知 量 。 若 将 固定 端 支 座 改 成 滑动 支 座 ， 相 应 的 竖 向 反 力 为 基本 未 知 量 ， 如 图 5.8(d) 
所 示 。 

可 见 力 法 的 基本 结构 并 不 唯一 。 但 无 论 如 何 取 基 本 结构 ， 基 本 未 知 量 的 个 数 都 是 一 样 
的 ,等 于 超 静 定 次 数 。 取 不 同 的 基本 结构 计算 并 不 影响 最 终结 果 , 但 对 计算 工作 量 有 
影响 。 

【 例 5 -3】 确定 图 5.9(a) 所 示 结 构 的 超 静 定 次 数 。 




















X; 

=. x, 

s E C 
x 





(a) (b) (c) 








(d) (e) (Ü) 


图 5.9。” 例 5~3 图 


【 解 】 去 掉 `:D; 处 的 固定 端 支 座 ， 得 静 定 悬臂 梁 ， 故 原 结构 是 三 次 超 静 定 结构 ， 图 5. 9 
(b) 所 示 悬 臂 刚 架 可 作为 力 法 基本 结构 ， 去 掉 固 定 端 支 座 的 三 个 反 力作 为 力 法 基本 未 知 量 。 

图 5.9(c)、(d) 、(e) 也 可 作为 力 法 基本 结构 。 图 5. 9(f) 所 示 为 瞬 变 体系 .不 能 作为 基 
本 结构 。 

【 例 5-4】 确定 图 5. 10(a) 所 示 结 构 的 超 静 定 次 数 。 

















(a) 
图 5.10 例 5-4 图 
CAI 经 几何 组 成 分 析 . 结构 具有 两 个 多 余 约 束 ， 为 二 次 超 静 定 结构 。 将 两 根 杆 件 


切断 ， 如 图 5. 10(b) 所 示 ， 即 为 力 法 基本 结构 ,切断 的 两 根 杆 件 的 轴 力 为 力 法 基本 未 
知 量 。 


【 例 5-5】 确定 图 5. 11(a) 所 示 结 构 的 超 静 定 次 数 。 
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图 5.11 例 5-5 图 


DRI 结构 上 面部 分 与 基础 三 杆 相 连 ， 可 将 三 杆 去 掉 后 分 析 上 部 结构 的 几何 组 成 ， 如 
图 5. 11(b) 所 示 。 拢 形 无 铵 闭合 框 ABCD 的 超 静 定 次 数 等 于 3， 图 5.11(d) 所 示 即 为 力 法 
基本 体系 。 














| 5.4 力 法 的 典型 方程 


图 5.12(a) 所 示 为 三 次 超 静 定 结构 ， 用 力 法 分 析 时 、 去 掉 三 个 多 余 联系 。 设 去 掉 固定 
支 座 A ， 则 得 图 5. 12(b) 所 示 的 基本 结构 ， 并 以 相应 的 多 余 未 知 力 Xi X A X, 代替 所 
去 除 联 系 的 作用 。 由 于 原 结构 在 固定 支 座 及: 处 没有 水 平 位 移 、 竖 向 位 移 和 角 位 移 ， 因 此 
基本 结构 在 荷载 和 多 余 未 知 力 共 同 作 用 下 -A 点 沿 X,、X。 和 X, 方向 的 相应 位 移 都 应 该 
为 零 ， 即 位 移 条 件 为 




















Ab, A,=0, A,=Q0 (5-5) 
Fe 
x A B 
l w 
s L x 
(a) 原 结构 x 呈 基 本 结构 


5.12 力 法 原 结 构 和 基本 结构 


设 各 单位 多 余 未 知 力 X, 1. X,=1. X, 二 1 和 荷载 F, 分 别 作用 于 基本 结构 上 时 ， 
A 点 沿 X 方向 的 位 移 分 别 为 Si 、5u 、95 和 Aip。 沿 X, 方向 的 位 移 分 别 为 841 dn Óx 
和 As ， 沿 X: 方向 的 位 移 分 别 为 6, 、6. 、6. 和 As。 则 根据 大 加 原理 ， 上 述 位 移 条 件 可 





A =n Xi 十 S12 外: 十 13; 十 Aip 二 0 
A;: 一 Su Xi +02 X: +a X,+A 6 =0 (5-6) 
A =a Xi H8 Xr tsa X, +A, =0 
求解 这 一 方程 组 ， 便 可 求 得 多 余 未 知 力 Xi, X. MXi. 
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⁄ N 
sung 


pu, 


HF n KERER., An 个 多 余 未 知 力 ， 而 每 一 个 多 余 未 知 力 都 对 应 着 一 个 多 余 联 
系 ， 相 应 也 就 有 一 个 已 知 位 移 条 件 ， 故 可 据 此 建立 ”个 方程 ， 从 而 可 解 出 ”个 多 余 未 知 
力 。 当 原 结构 上 各 多 余 未 知 力 作用 处 的 位 移 为 零 时 ,这 个 方程 可 写 为 
ón X Tó; X, 十 … 十 OuiXi 十 … 十 6 六 ,十 Aip 二 0 




















Gn X +ó; X,+---+àó9,X + +ŠƏ9,X, 二 Aip=0 《5 一 分 


8 XI 十 osX2 十 … 十 unX 十 … 十 SuwX, 十 Ap 一 0 

这 就 是 ”次 超 静 定 结构 的 力 法 基本 方程 。 这 一 组 方程 的 物理 意义 为 : 基本 结构 在 全 部 多 余 
未 知 力 和 荷载 共同 作用 下 ， 在 去 掉 各 多 余 联系 处 沿 各 多 余 未 知 力 方向 的 位 移 ， 应 与 原 超 静 
定 结构 相应 的 位 移 相 等 。 

上 述 方 程 组 称 为 力 法 的 典型 方程 ，6,; 称 为 主 系数 ， 它 是 单位 多 余 未 知 力 X, =1 单独 作 
用 时 所 引起 的 沿 其 自身 方向 上 的 位 移 ， 其 值 恒 为 正 ， 且 不 会 等 于 零 ， 其 他 的 系数 ó 称 为 
副 系 数 ， 它 是 单位 多 余 未 知 力 X, =1 单独 作用 时 所 引起 的 沿 X, 方向 的 位 移 ， 根 据 位 移 互 
等 定理 可 知 6; =ó; Aip 称 为 自由 项 ， 它 是 荷载 -Fp 单独 作用 时 所 引起 的 沿 X, 方向 的 位 
移 。 副 系数 和 自由 项 的 值 可 能 为 正 、 负 或 零 。 

典型 方程 中 的 各 系数 和 自由 项 , 都 是 基本 结构 在 已 知 力作 用 下 的 位 移 ， 可 以 用 第 4 章 
所 述 方法 求 得 。 对 于 平面 结构 ,这 些 位 移 的 计算 式 可 写 为 








k Fh ds 











Mż ds Fš ds 5f 
pH L SA + Y = 
8, x] Pr 22 | A | ° GA 6-8) 
.[M,M,ds yp FS F, ds ~ [k FaFgds 
s Ë. ` = 
ij ji 引 EI 42 EA +> GA (5-9) 
, [MMedgpp 1 | Pse , [k Fa Fords 
=> ES 3 5 一 
Aë sj e t2 Ba CA 6-10) 





显然 ， 对 于 各 种 具体 结构 ， 通 常 只 需 计 算 其 中 的 一 项 或 两 项 。 系 数 和 自由 项 求 得 后 ， 
将 它们 代入 典型 方程 即 可 解 出 各 多 余 未 知 力 ， 然 后 由 平衡 条 件 即 可 求 出 其 他 反 力 和 内 力 。 


| 5. 5 力 法 的 计算 步骤 与 示例 


【 例 5 - 6】 采用 不 同 的 力 法 基本 结构 计算 图 5. 13(a) 所 示 结 构 ， 并 作 弯 矩 图 。 
【 解 】 此 梁 为 一 次 超 静 定 结构 。 有 一 个 多 余 约 束 ， 去 掉 一 个 多 余 约 束 即 得 基本 结构 。 
(1) 采用 悬臂 梁 作 为 基本 结构 。 去 掉 支 座 后 基本 体系 为 图 5. 13(b) 所 示 悬 臂 粱 ， 变 形 
条 件 为 基本 体系 B 点 的 竖 向 位 移 等 于 0， 即 
A,=0 




















力 法 典型 方程 为 
0uXi 十 At 一 0 
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m | 网 y |” E 
EI ps 1 
x 
-人 人 x l 


(a) 结构 与 荷载 (b) 基 胃 梁 为 基本 结构 (cM ls 





(ODM (OM 图 (D 基本 结构 解 
图 5.13 例 5-6 图 一 


RP, nX, ArH Xi, Fo 引起 的 基本 结构 B 点 的 竖 向 位 移 。 作 Mi 和 M, 图 ， 如 
图 5.13(c)、(d) 所 示 。 利 用 图 乘法 求 得 系数 和 常数 项 分 别 为 


L fal 2l 1 z° 1 (1 z Fpl 5 = 5 Fpl’ 
dn ll 3El’ ôr HEt ($) 18 ET 


代入 典型 方程 ， 解 得 

















原 结构 弯 矩 图 按 释 加 法 作 疏 ， 如 图 5. 13(e) 所 示 。 也 可 将 求 出 的 X, =F, 和 荷载 加 


载 在 基本 结构 上 ， 如 图 5. 13(f) 所 示 ， 按 静 定 结构 作 弯 和 矩 图 的 方法 求 出 。 

(2) 采用 简 支 梁 作为 基本 结构 。 将 固定 端 改 为 固定 贸 支 座 ， 相 当 于 减少 一 个 约束 , 设 
X, 为 顺 时 针 方向 ”基本 体系 如 图 5. 14(a) 所 示 。 变 形 条 件 是 基本 体系 A 截面 的 转角 A, 应 
等 于 零 ， 即 





Am0 
力 法 典型 方程 为 
ó X +A F =0 
式 中 ，6uX,、Anm 分 别 为 X, 、 荷 载 F, 引起 的 基本 体系 A 点 截面 转角 。 作 M. 和 M 图 ， 
如 图 5. 14(c) 、(d) 所 示 。 利 用 图 乘法 求 得 系数 和 常数 项 分 别 为 


ifi 23 | ¿(a Rifi LEE 
òn AEE 3E ^r a 4 (H 16 ET 


代入 典型 方程 ， 解 得 














Ar__3 
an 16"! 


X, 为 负 值 ， 说 明 实际 方向 与 假设 方向 相反 ， 为 逆 时 针 方 向 。 # X, =— Fat 和 荷载 加 在 


基本 结构 上 ， 如 图 5. 14(b) 所 示 ， 其 弯 矩 图 与 用 悬臂 梁 作 为 基本 结构 所 作出 的 弯 算 图 
相同 。 


N= 
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fr 区. Tr 
有 
4 x B 16 
(a) 简 支 梁 为 基本 结构 ( 顺 时针 ) (b) 简 支 梁 为 基本 结构 ( 逆 时 针 ) 


Fp 


Fell4 





© mE (d) MP 图 
图 5.14 例 5-6 图 二 


从 上 面 的 两 种 解法 看 ， 虽 然 典 型 方程 在 形式 上 一 样 、 但 表达 的 具体 含义 并 不 一 样 ， 如 
A 50 在 取 悬 臂 梁 为 基本 结构 时 表示 悬臂 梁 右 端的 竖 疝 位 移 等 于 零 ， 取 简 支 粱 时 表示 简 支 
梁 左 端 截面 转角 等 于 零 。 还 可 以 选择 其 他 基本 结构 ;如 图 5.15(a) 、(b) 所 示 。 但 无 论 选 取 
怎样 的 基本 结构 ， 最 后 作出 的 弯 矩 图 都 是 相同 的 。 


Fp Fp 
A 
eg- L y % yk B 
| x 
x 
(a) (b) 


图 5.15 例 5-6 的 其 他 基本 体系 
【 例 s-7] 试 分 析 图 5. 16(a) 所 示 两 端 固定 梁 ， 其 中 ET 等 于 常数 。 


sal 
F= 
© a & — 


l 1 


I Rai 
(d) 三 图 £ 1 > 


X=1 


a| b (e) ME ii w 
a 
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r om o |° — A 


Frab pap 
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(b) 基本 体系 
图 5.16 例 5-7 图 
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[8] 取 简 支 梁 为 基本 结构 ,基本 体系 如 图 5. 16(b) 所 示 ， £ BÚ A A A S YE 
Xi 、X， 和 水 平反 力 XX;， 典 型 方程 为 
A =8nXı +8 X2 +8 Xa +A =0 
A2=8n Xi 十 52 Xi 十 82X 十 An 一 0 
A =a X tX 十 833X3 十 Asp 王 0 
基本 体系 的 各 M 图 和 M, 图 分 别 如 图 5. 16(c) 一 (f) 所 示 ， 由 于 M3: =0, Fa =0 以 及 
Fw 二 0 二 Fw 二 Fxe 二 0， 故 由 位 移 计 算 公 式 或 图 乘法 可 知 Su 一 8 一 0，6. 一 8 一 0， 
Asp 二 0， 因 此 典型 方程 的 第 三 式 成 为 




















ds X;=0 
在 计算 5; 时， 若 同 时 考虑 弯 矩 和 轴 力 的 影响 ， 则 有 
a [Mas Fads LAY 
ðs => = +> |= TEAN EA” ° 


ü 


于 是 有 X 二 0， 这 表明 两 端 固定 的 梁 在 垂直 于 梁 轴线 的 荷载 作用 下 并 不 产生 水 平反 
力 。 因 此 ， 整体 上 简化 为 求解 两 个 多 余 未 知 为 的 问题 ， 典 型 方程 成 为 
Al 二 6n Xi Ho XX tó X, +A ir =0 
ahi ` yo Aus 
由 图 乘法 可 求 得 各 系数 和 自由 项 (只 考虑 弯 矩 影响 ) 为 


























l 1 J 
人 351， 92 一 EN OPT SET 
而 二 1 (1 Frab Y(1+b) Erab +b) Fpab (lta) 
` BAZ 1 WW JSC EH v Sa 6E1! 
代入 典型 方程 ， FRED., 可 得 
ee Bs 
xit AEL 
解 得 
, _Frab’ Fpa’b 
X= 1 


Bi S ERE 5. 16(g) 所 示 。 

【 例 s-8] 试用 力 法 计算 图 5. 17(a) 所 示 超 静 定 枯 架 的 内 力 ， 设 各 杆 EA 相同 。 

【 解 】 这 是 一 次 超 静 定 结构 。 切 断 弦 上 杆 并 以 相应 的 多 余 未 知 力 X 代替 ,得 到 图 
5.17(b) 所 示 的 基本 体系 。 根 据 切口 两 侧 截面 沿 X, 方向 的 位 移 即 相对 轴 向 线 位 移 应 为 零 
的 条 件 ， 建立 典 型 方程 如 下 : 




















SnXit+Aire=0 
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Fr Fr 





F H 
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(d) Fn 图 





图 5.17 例 5-8 图 ~ 


系数 和 自由 项 ， 按 第 4 章 静 定 顶 架 位 移 计 算 公式 可 得 


SRN L. _ Fax Fsel 


du SAEN Ar =A EA. 








z 


为 此 ， 应 分 别 求 出 基本 结构 在 昔 位 多 余 未 知 力 X,- ARNES F KEA Fa 和 


Fwp， 结 果 如 图 5. 17(c)、(d) 所 示 ， 然 后 进行 相关 计算 i 见 表 5- 1。 
一 表 5-1 系数 和 自由 项 的 计算 












































W _| “NT Fa 个 Fe F51/EA Fa Feel 
0-1 2a -4 + 二 Ta 
1-2 JZa =L +5 za —- Fpa 
p3 V2a +5 -2 Ta Lra 
tes V2a -4 A L + Fa 
3-4 2a 十 1 0 2a 0 

> (3 十 2VZ)a 一 Fra 
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[55-9] 图 5.18(a) 所 示 为 一 加 劲 横梁 ， 链 杆 E 等 于 常数 , I=1X10'm', A=1X 
10m': 。 试 绘制 梁 的 弯 算 图 和 求 各 杆 轴 力 ， 并 讨论 改变 链 杆 截面 积 A 时 内 力 的 变化 情况 。 


10kN/m 10kN/m 











二 于 
| 一 徊 一 -|- m -| (b) 基本 体系 


(a) 结构 与 荷载 


(c) Mam) Fa ls 
1.5m 20 Rs0 
yasa i BES, 
rO >r 

sewa | p 
(d) Mp(kN:m) 及 Fwp 图 (e) M(KN.m),FN(KN) 图 (G4 一 we 时 情况 
图 5.18 例 5-9 图 





【 解 】 这 是 一 次 超 静 定 组 合 结构 ， 切 断 竖 向 链 杆 并 代 以 多 余 的 未 知 力 ， 可 得 图 5. 18 
(b) 所 示 基 本 体系 。 根 据 切口 处 相对 轴 向 位 移 为 零 的 条 件 ， 建 立 典 型 方程 ; 
ón Xrti >=0 
HAREMA RI. HATAREE, ATF UA, £B 364 
构 中 梁 的 M, 及 Me 图 并 求 出 各 杆 的 轴 为 Fw 及 Exp， 如 图 5.18(c)、(d) 所 示 ， 由 位 移 计 算 
公式 可 求 得 





M, :ds $ ,NI 
ET `. X EA 

4X2 ,2X2 1 EA BY = 
rau Co arl 2 r2x[ 2 X2V5 
1.067X105 ,0.122X10 _ 1.189 X 10° 


amn 



































E i E E 
~ [M.Mydz ,FniPiel 1 2X4X80、5X2 5. 333X 10° 

=) HX = > 
An | EI ` EI ET 人 (2x a nB )+ E 
故 得 

Ai 5:333 x10 ë 
x, == T gos 4 9(kN) (EJ) 
最 后 内 力 为 


M 一 MX 十 Mr， Fy=Fx X, +Fyr 


据 此 绘 出 梁 的 弯 和 矩 图 并 求 出 各 杆 轴 力 ， 如 图 5. 18(e) 所 示 。 从 图 可 以 看 出 ， 由 于 下 部 
链 杆 的 支承 作用 ， 梁 的 最 大 弯 矩 值 比 没 有 链 杆 时 减 小 了 80. 7%。 

如 果 改 变 链 杆 截面 积 A 的 大 小 , 结构 的 内 力 分 布 将 随 之 改变 。 由 上 面 的 算式 不 难看 
出 ， 当 A 减 小 时 9 将 增 大 ，X， 的 绝对 值 将 减少 ， 因 此 梁 的 正 弯 矩 将 增 大 而 负 弯 矩 将 减 
D, 当 A-~~0 时 ， 梁 的 弯 矩 图 将 成 为 简 支 梁 的 弯 矩 图 [图 5.18(d)]， 当 A 增 大 时 ， 梁 的 
正 弯 和 矩 将 减 小 而 负 弯 矩 将 增 大 。 若 使 A=1.7X10-*m?， 梁 的 最 大 正 、 负 弯 矩 值 将 接近 相 
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等 (读者 可 自行 验算 )， 这 对 梁 的 受 力 是 比较 有 利 的 。 当 A 一 w 时 ， 梁 的 中 点 相当 于 有 一 刚 
性 支 座 ， 其 弯 矩 图 将 与 两 跨 连 续 的 弯 和 矩 图 相同 ， 如 图 5. 18(f) 所 示 。 
[@]s-10] 试 计算 图 5. 19(a) 所 示 铵 接 排 架 ， 作 出 弯 和 矩 图 。 


IETT] 


(a) 结构 与 (b) 基本 体系 








Xi=1 


bed lig 


= q[/2 
(c) Mi 图 (dp 图 
图 5.19 例 5-10 图 














【 解 】 排 架 为 一 次 超 静 定 结构 ， 切 断 链 杆 解除 一 个 多 余 约 束 ， 基 本 体系 如 图 5. 19(b) 
所 示 。 变 形 条 件 A, 是 与 X, 对 应 的 广义 位 移 “ 即 切口 两 侧 截面 相对 水 平 位移 ， 该 值 应 为 
£. H 

A =0 
力 法 方程 为 
ón X, +A r =0 

M, 图 和 M, 图 分 别 如 图 5. 19(c) 、(d) 所 示 、 求 系数 和 常数 项 可 按 组 合 结构 的 位 移 计 
算 公式 ， 由 于 链 杆 刚度 无 穷 大 ， 无 轴 向 变形 ,对 位 移 无 影响 ， 故 可 按 刚 架 位 移 计算 ， 计 算 
结果 为 
2 e 1 s qt a _ 1a 





和 _ 

òu g(x x1x$xı)] El” Ar™ EI 了 XXX 2 X48EI 
和 
Xi=— on 169 


AIMAM Hi WBE E iB B] 5. 19(e) 所 示 , 

【 例 5-11】 试用 力 法 计算 图 5.20(a) 所 示 对 称 刚 架 ， 作 出 弯 和 矩 图 , 已 知 ET 等 本 
常数 。 

【 解 】 原 结构 为 三 次 超 静 定 结构 ， 可 以 选 将 横梁 从 中 间 切 开 得 到 的 两 个 悬臂 刚 架 作为 
基本 结构 ， 基 本 体系 如 图 5. 20(b) 所 示 ， 截 面 剪 力 X, 、 轴 力 X. MUSE X. 为 力 法 基本 未 
知 量 。 

变形 条 件 ， 是 切口 两 侧 截面 竖 向 相对 位 移 即 X, 方向 的 位 移 应 等 于 零 ， 两 侧 截面 水 平 
相对 位 移 即 X. 方向 的 位 移 等 于 零 ， 两 侧 截面 相对 转角 即 X. 方向 位 移 等 于 零 ， 故 有 

A= A AQ=0 


T 

















力 法 典型 方程 为 
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TT 
i = o n2 1 Xal y 
Xi i2 Á 
| Xa 
— => $ Eal 
(a) 结构 与 荷载 (b) 基本 体系 (c) MA (d) Mol] 
4 
qË Tm 证 aÈ P8 只 
e e A 
1 
= 图 
hg 
D1 l> Š 36 
(e) Ml (f) My Ñ (g) ME 


图 5.20 例 5-11 图 





Ôn Xi +ó; XOzsX;TAzp =0 
Oa X, HORA: Fó, X, +A, =0 
作出 MI 图 、M; 图 、M; 图 和 Ms 图 ,分别 如 图 5. 20(c) 一 (D 所 示 ， 其 中 MI 图 是 反对 称 

WER, M.. 、M; 、Mr 图 是 对 称 灾 答 图 。 将 引起 反对 称 弯 短 图 的 基本 未 知 量 称 为 反对 称 基 
本 未 知 量 ， 引 起 对 称 弯 矩 图 的 基本 未 知 量 称 为 对 称 基本 来 知 量 ，X, 是 反对 称 基 本 未 知 基 ， 
X, 和 X, 是 对 称 未 知 量 。 用 图 乘法 求 系数 和 常数 项 时 ,会 发 现 对 称 弯 矩 图 与 反对 称 弯 矩 
图 的 62 二 0， 65 =0 代入 典型 方程 后 ,方程 化 为 以 下 方程 组 。 
nX FA ~= 0 
ó, X, tôn X, TA, =0 
Ó X, +ó X, +A, =0 


P: +à X; HORATIA p = 0 
























































式 中 
下 ifi l 7: Jš 
angitt) (Axt xerex) (Exi ao 
2 Ë lq 
Pasar: Š= ED 42™ EI 
j 31 7 ql? 
各 一 9 一 可， Spp ^5 AEI 
解 方程 得 
1 Boa 
X,=0, X gal X57 
按 下 式 


M=MIX 二 MX 十 MX 十 Mr 
可 绘 得 最 终 弯 和 矩 图 ， 如 图 5. 20(g) 所 示 。 
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| 5. 6 对 称 性 的 利用 


5.6.1 对 称 结构 的 概念 


车 结构 的 几何 形状 、 支 承 情 g “¿ou EA 等 ) 都 关于 某 轴 对 称 ， 则 该 结构 
称 为 对 称 结构 ， 该 轴 称 为 对 称 轴 。 图 5. 21(a) 、(b) 所 示 均 为 对 称 结构 。 





图 5.21 对称 超 静 定 结构 


5.6.2 对 称 结构 的 荷载 


对 称 结构 上 的 荷载 有 以 下 几 种 类 型 : 
(1) 正 对 称 荷载 。 是 指 绕 对 称 轴 对 折 后 ， 对 称 轴 两 边 的 荷载 大 小 相等 、 作 用 点 重合 
方向 相同 的 荷载 ;图 5. 22 所 示 的 荷载 均 为 对 称 衍 裁 。 





| |” [rrr 

| 对 m | 对 

! 称 ! 称 ! 称 

1 轴 1 轴 1 轴 

! > | mm 而 
(b) (c) 


图 5. 22 对称 荷载 


(2) 反对 称 荷载 。 是 指 绕 对 称 轴 对 折 后 ,对 称 轴 两 边 的 荷载 大 小 相等 、 作 
方向 相反 的 荷载 ; 图 5. 23 所 示 的 荷载 均 为 反对 称 荷载 。 














Ir 
m 
m> 


























N M 一 一 
对 

4 io EF 1 称 = 
! 轴 ! 轴 轴 

i 1, d 7 7 

(a) (b) © 


图 5.23 反对 称 荷载 
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G) 一 般 荷载 。 是 指 非 正 对 称 、 非 反对 称 的 荷载 ; 可 以 把 一 般 荷 载 分 解 为 正 对 称 荷载 
和 反对 称 荷载 ， 如 图 5. 24 所 示 。 











' ' 
1 1 
I I 
1 对 1 对 
! 称 = | 称 十 
Fr E Fp/2 1 铀 F,2 
1 i 
! > ! - - 
(a) 一 般 荷载 (b) 对 称 荷载 (c) 反对 称 荷载 


图 5.24 一 般 荷载 


(4) 未 知 力 荷 载 。 对 于 对 称 的 超 静 定 结构 ,虽然 选 取 了 对 称 的 基本 结构 ， 但 很 多 多 余 
未 知 力 对 结构 的 对 称 轴 来 说 却 不 是 正 对称 或 反对 称 的 。 对 于 这 种 情况 ， 一 般 可 将 多 余 未 知 
力 分 解 为 一 组 正 对 称 的 和 一 组 反对 称 的 未 知 力 。 如 图 5.25 所 示 的 对 称 刚 架 ， 有 两 个 多 余 
未 知 力 X, 和 XX,， 可 分 解 为 新 的 两 组 未 知 力 ， 一 组 为 成 正 对 称 的 未 知 力 Yl， 另 一 组 为 成 
反对 称 的 未 知 力 Y,， 那 么 新 的 未 知 力 与 原 有 未 知 力 之 间 具 有 如 下 关系 : 





Xi=Y+Y,;,,、X%S YI — Y; (sS=11) 
或 
X KX, _ Xi 一 XX 
i 2 Y= 2 (5-12) 
d |” B | I” 
F Y Yı 
Xi X nt Y 
(a) (b) (c) 


图 5.25 未 知 力 荷载 


5.6.3 对称 结构 的 受 力 特 点 


对 称 结构 在 正 对 称 荷载 作用 下 ， 反 力 、 内 力 和 变形 都 成 正 对 称 分 布 ， 弯 和 矩 图 和 轴 力 图 
是 正 对 称 的 ， 前 力图 是 反对 称 的; 在 反对 称 荷载 作用 下 ， 反 力 、 内 力 和 变形 都 成 反对 称 分 
布 ， 弯 矩 图 和 轴 力 图 是 反对 称 的 ， 剪 力图 是 正 对 称 的 。 下 面 用 力 法 来 证 明 这 一 结论 。 

对 图 5. 26(a) 所 示 的 超 静 定 结构 进行 分 析 ， 将 此 结构 沿 对 称 轴 的 截面 切 开 ， 得 到 一 个 
对 称 的 基本 结构 ， 如 图 5. 26(b) 中 所 示 。 此 时 ， 多 余 未 知 力 包括 三 对 力 : 一 对 弯 和 矩 X, 、 一 
对 轴 力 X. 和 一 对 剪 力 X,。 根 据 上 面 的 定义 可 知 ， 在 上 述 多余 未 知 力 中 ，X,， 和 X, 是 正 
对 称 的 ，X, 是 反对 称 的 。 

根据 力 法 的 求解 过 程 绘 出 基本 结构 的 各 单位 弯 矩 图 ， 如 图 5.27 所 示 ， 可 以 看 出 
Mi 图 和 M: 图 是 正 对 称 的 ， 而 M: 图 是 反对 称 的 。 正 、 反 对 称 的 两 图 相 乘 时 恰好 正 负 抵消 使 
结果 为 零 ， 因 而 可 知 副 系数 
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sans 
S 
i ga Xi 
i 
1 P W G 
I JE 
iz xh 
1 轴 如 | 
| | 
H | 
i i 
ORE 0) 基本 体系 
图 5. 26 对称 结 构 的 基本 体系 
Jal Xr Xel 
ID k — 2 i | 
TD k À E 7 <l TO 
(a) Milal (b) Mal (c) Malal 
图 5.27 HERRITA 
5 二 5 大 0 WW=0%=0 6-13) 
于 是 典型 方程 便 简化 为 
Qa Xi HeX: TA F =0 
XXi +n X +A 0 6-14) 
nX: +A, =0 





可 见 典 型 方程 已 分 为 两 组 ， 一 组 只 包含 正 对 称 的 多 余 未 知 力 X， 和 X,， 另 一 组 只 包含 
反对 称 的 多 余 未 知 力 处;。 显 然 ， 这 比 一 般 的 情形 计算 就 简单 得 多 。 
如 果 作 用 在 结构 上 的 外 荷载 也 是 正 对 称 的 ， 如 图 5. 28(a) 所 示 ， 则 M, 图 也 是 正 对 称 
的 ， 如 图 5. 28(b) 所 示 ， 于 是 自由 项 Ase 王 0。 由 典型 方程 的 第 三 式 可 知 反 对 称 的 多 余 未 知 
J X,=0. 因此 只 有 正 对 称 的 多 余 未 知 力 X 和 X,:。 最 后 弯 矩 图 为 M 一 MIX, +M,X, + 
Si i Me， 它 也 将 是 正 对 称 的 ， 其 形状 如 图 5. 28(c) 所 
A E P YU 示 。 由 此 可 推 知 ， 此 时 结构 的 所 有 反 力 、 内 力 及 
L OE As - 了 位 移 ( 见 图 5.28(a) 中 虚线 ?都 将 是 正 对 称 的 。 但 须 
(a) 正 对 称 外 荷载 (b) Mr 图 OMA 注意 ， 此 时 前 力图 是 反对 称 的 ,这 是 由 于 剪 力 的 
图 5.28 ”对 称 荷 载 作 用 下 内 力 和 变形 图 ”正人 负 号 规定 所 致 ,， 而 剪 力 的 实际 方向 则 是 正 对 
称 的 。 
如 果 作 用 在 结构 上 的 荷载 是 反对 称 的 ， 如 图 5. 29(a) 所 示 ， 作 出 Me 图 如 图 5. 29(b) 
所 示 ， 则 同 理 可 证 ， 此 时 正 对 称 的 多 余 未 知 力 Xi = X, =0., 只 有 反对 称 的 多 余 未 知 力 
X: ， 最 后 弯 矩 图 为 M 二 M;X; 十 Ms， 它 也 是 反对 称 的 ， 如 图 5. 29(c) 所 示 ， 且 此 时 结构 的 
所 有 反 力 、 内 力 和 位 移 ( 见 图 5. 29(a) 中 虚线 ) 都 将 是 反对 称 的。 但 须 注意 ， 剪 力图 是 正 对 
称 的 ， 剪 力 的 实际 方向 则 是 反对 称 的 。 
































120 


BE j 法 
























































= | 


(a) 反对 称 外 荷载 (b) Me 图 (c) MM 图 
5.29 反对 称 荷载 作用 内 力 和 变形 图 


5.6.4 对 称 性 的 利用 


对 称 性 的 利用 要 点 如 下 : 

(1) 对 称 结构 受 正 对 称 荷载 或 反对 称 荷载 作用 时 ,利用 对 称 性 ， 可 以 只 计算 对 称 轴 一 
侧 的 内 力 ， 另 一 侧 利用 对 称 性 的 受 力 特点 来 求解 。 

(2) 根据 对 称 性 的 受 力 特点 ， 当 结构 受 正 对 称 荷载 或 反对 称 荷载 作用 时 ， 可 判定 对 称 
轴 处 的 某 些 内 力 为 零 ; 

O 正 对 称 荷载 情况 。 对 图 5. 30(a) 所 示 结 构 , 由 对 称 性 和 平衡 条 件 可 知 K 截面 的 剪 力 为 
零 ; 对 图 5. 31(a) 所 示 结 构 ， 由 对 称 性 和 平衡 条 件 可 知 K 点 的 两 侧 的 剪 力 大 小 为 Fe/2， 
方向 向 上 。 








Di 
F 
对 称 P 
p e Fn2 Hi Fp/2 
' w2 HH Fw2 
人 Ni 
K 
平衡 
(a) © (b) 
图 5.30 ”对称 荷 载 作用 时 对 称 轴 处 的 内 力 图 5.31 对 称 轴 处 有 集中 力作 用 时 的 内 力 


© 反对 称 荷载 情况 。 对 图 5. 32(a) 所 示 结 构 ， 由 对 称 性 和 平衡 条 件 可 知 K 截面 的 弯 
和 矩 和 轴 力 为 零 。 








IK 
| 
P: | | 
— 1 称 
F. lah h oe e er 
! 反对 称 平衡 
= |! 
(a) (b) (c) 


图 5.32 反对 称 荷载 作用 时 对 称 轴 处 的 内 力 





利用 上 述 结论 ， 用力 法 求解 时 ,车 取 对 称 的 基本 体系 .可 以 减少 计算 工作 量 。 如 
图 5. 33 所 示 的 对 称 结构 在 对 称 荷载 作用 下 ,车 取 对 称 的 基本 体系 , 则 反对 称 基本 未 知 量 
X, 等 于 零 ， 故 可 按 二 次 超 静 定 结构 计算 。 
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(a) 
图 5.33 对 称 基本 未 知 量 为 夫 的 情况 


如 图 5. 34 所 示 的 对 称 结构 在 反对 称 荷载 作用 下 ， 若 取 对 称 的 基本 体系 ， 则 正 对 称 基 
本 未 知 量 Xi, X, 等 于 零 ， 故 可 按 一 次 超 静 定 结构 计算 。 
x, 








w (b) 
图 5.34 反对 称 基本 未 知 量 为 零 的 情况 


(3) 取 一 半 结 构 计算 。 

当 对 称 结构 承 受 正 对 称 或 反对 称 荷 载 时 ， 可 以 取 一 半 结 构 来 进行 计算 。 下 面 分 奇数 跨 
(又 称 无 中 柱 结构 ， 在 对 称 轴 于 无 柱子 ) 和 偶数 跨 ( 又 称 有 中 柱 结构 ) 两 种 情况 讨论 ; 

O 奇数 跨 结构 。 如 图 5:356a) 所 示 刚 架 在 正 对 称 荷 载 作 用 下 ， 由 于 只 产生 正 对 称 的 内 
力 和 位 移 ， 可 知 在 对 称 轴 汪 的 截面 C 处 不 可 能 发 生 转角 和 水 平 线 位 移 ， 但 可 发 生 竖 向 线 位 
移 ， 同 时 该 截面 上 将 有 弯 矩 和 轴 力 ， 而 无 剪 力 。 因 此 ， 取 一 半 结 构 时 ， 在 该 处 可 用 一 滑动 
支 座 代替 原 有 联系 ,得 到 图 5. 35(b) 所 示 的 半边 结构 计算 简 图 。 

在 反对 称 荷载 作用 下 ， 如 图 5. 35(c) 所 示 ， 由 于 只 产生 反对 称 的 内 力 和 位 移 ， 故 可 知 
在 对 称 轴 上 的 截面 C 处 不 可 能 发 生 竖 向 线 位 移 ， 但 可 有 水 平 线 位 移 及 转角 ， 同 时 该 截面 上 
弯 和 矩 、 轴 力 均 为 零 而 只 有 剪 力 。 因 此 ， 取 一 半 结 构 时 ， 在 该 处 可 用 一 竖 向 支承 链 杆 来 代替 
原 有 联系 ， 得 到 图 5. 36(d) 所 示 的 半边 结构 计算 简 图 。 

| cy Fp L ps Fry ie Fy 


I a fa 


(c) (d) 
图 35 ”奇数 跨 结构 






































下 面 用 算 例 进行 说 明 。 
[B s-12] 试 计算 图 5. 36(a) 所 示 对 称 结构 ， 作 出 弯 矩 图 。 
DAI 该 梁 为 奇数 跨 结构 ， 对 称 荷载 作用 ， 一 半 结 构 如 图 5. 36(b) 所 示 。 半 边 结构 的 
力 法 基本 体系 如 图 5. 36(c) 所 示 。 力 法 典型 方程 为 
站 AGE 


MA, M: 图 分 别 如 图 5. 36(d) 、(e) 所 示 ， 可 求 得 系数 、 常 数 项 为 
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Pn yg Ar 48EI 
解 得 
Ap_ 1 2 
X= pn 2347 


半 结 构 的 弯 矩 图 如 图 5. 36(f 所 示 ， 根 据 对 称 性 求 得 原 结构 的 弯 矩 图 如 图 5. 36(g) 所 示 。 
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图 5.36 例 5-12 图 < 


【 例 5-13】 试 计算 图 地-37(Ca) 所 示 对 称 结构 ,作出 弯 矩 图 。 
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图 5.37 例 5-13 图 
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【 解 】 原 结构 属于 对 称 结构 ， 一 般 荷 载 。 将 荷载 分 解 成 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 ， 分 别 
如 图 5. 37(b) 、(c) 所 示 ， 释 加 这 两 种 荷载 引起 的 弯 矩 图 即 为 原 结构 弯 和 矩 图 。 图 5. 37(b) 所 
示 为 对 称 荷载 情况 ， 荷 载 是 等 值 反 向 沿 一 根 杆 的 杆 轴 作 用 的 一 对 集中 力 ， 只 引起 轴 力 而 不 
引起 弯 矩 ， 因 此 ， 图 5. 37(c) 所 示 反 对 称 荷载 作用 产生 的 弯 矩 与 原 结构 相同 。 图 5. 37(c) 
所 示 体 系 的 半 结 构 如 图 5.37(d) 所 示 ， 力 法 基本 体系 及 M, 、M 图 分 别 如 图 5. 37(e)、 
(D. 、(g) 所 示 ， 作 出 的 半 结 构 弯 矩 图 如 图 5. 37Ch) 所 示 ， 原 结构 弯 矩 图 如 图 5. 37(i) 所 示 。 
z © 偶数 跨 结构 。 如 图 5. 38(a) 所 示 刚 架 在 正 对 称 荷 
一 二 卡 载 作用 下 ， 若 忽略 杆 件 的 轴 向 变形 ， 则 C 点 无 坚 向 位 
移 ， 由 于 荷载 对 称 ， 因 此 变形 对 称 ，C 截面 无 水 平 位 移 
和 转角 位 移 ， 同 时 在 该 处 的 横梁 杆 端 有 弯 和 矩 、 轴 力 和 剪 
力 存在 。 因 此， 取 一 半 结 构 时 ,该 处 用 固定 支 座 代 替 ， 
得 到 图 5. 38(b) 所 示 的 计算 简 图 < 

在 反对 称 荷载 作用 下 如 图 5. 39(a) 所 示 ， 可 将 其 中 
间 柱 设想 为 由 两 根 刚度 各 为 E1/2 的 竖 柱 组 成 ， 对 称 轴 
在 柱子 中 间 穿 过 ， 如 图 5. 39(b) 所 示 。 则 由 图 5..39(a) 所 示 的 偶数 跨 结构 化 成 了 图 5. 39(b) 
所 示 的 奇数 跨 结 构 ， 利 用 奇数 跨 的 特点 ,可 取 如 图 5. 39(c) 所 示 的 一 半 结 构 ， 由 于 柱子 
约束 A 点 不 能 发 生 竖 向 位 移 ， 所 以 A 支 座 可 以 去 掉 。 最终 得 到 图 5. 39(d) 所 示 的 一 半 
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(a) (b) 
图 5.38 对 称 荷载 偶数 跨 结 构 








(a) (b) (c) (d) 
5.39 反对 称 荷载 偶数 跨 结 构 


下 面 用 算 例 进行 说 明 。 
【 例 5 -14】 试 计算 图 5. 40(a) 所 示 对 称 结构 .作出 弯 矩 图 。 
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(a) (b) (c) 
5.40 例 5-14 图 




















【 解 】 图 5.40(a) 所 示 连 续 梁 为 偶数 跨 对 称 结构 ,在 对 称 荷载 作用 下 的 半 结 构 如 
图 5. 40(b) 所 示 。 图 5. 40(b) 所 示 结 构 仍 为 偶数 跨 对 称 结构 ， 其 半 结 构 如 图 5. 40(c) 所 示 。 
四 5. 40(c) 所 示 结 构 的 弯 矩 图 已 在 例 5-12 中 求 出 ， 即 可 利用 对 称 性 作出 原 结构 的 弯 
ERL 

[B 5-15] 试 计算 图 5. 41(a) 所 示 对 称 结构 ， 作 出 弯 和 矩 图 。 
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图 5.41 例 5-15 图 

















【 解 】 对 称 结构 上 作用 的 荷载 为 一 般 荷载 ， 将 其 分 解 成 对 称 荷载 与 反对 称 荷载 ， 如 图 
5. 40(b)、(c) 所 示 。 图 5. 40(b) 所 示 对 称 荷载 情况 ,结构 无 弯 矩 ， 反 对称 荷载 作用 下 可 取 
半边 结构 计算 ， 如 图 5. 40(d) 所 示 。 图 5.40(d) 所 示 半 结构 的 奇 矩 图 已 在 例 5 13 中 求 出 ， 
利用 对 称 性 即 可 作出 原 结构 的 弯 矩 图 。 

















| 5.7 超 静 定 结构 的 位 移 计算 


第 4 章 中 所 述 位 移 计 算 的 原理 和 公式 ， 对 超 静 定 结构 也 是 适用 的 。 以 图 5. 42(a) 所 示 
超 静 定 刚 架 为 例 ， 其 最 后 弯 矩 M 图 已 作出 ， 如 图 5;42(a) 所 示 。 现 在 要 求 CB 杆 中 点 K 的 
竖 向 位 移 Ax,。 为 此 ， 应 在 K 点 加 上 单位 力作 为 虚拟 状态 并 作出 Mx 图， 如 图 5.42(b) 所 
ZR, 然后 将 Mx 图 与 M 图 相 乘 即 可 求 得 人 x,。 但 为 了 作出 Mx 图， 又 需 解 超 静 定 问题 ， 这 
是 比较 麻烦 的 。 

dt 在 荷载 及 多 余 未 知 力 共同 作用 下 ， 基 本 体系 的 位 
移 和 原 结构 是 完全 一 致 的 。 ， 求 超 静 定 结构 的 位 移 可 以 用 求 基本 体系 的 位 移 来 代替 ， 
单位 力 可 以 ms te hh 因而 内 力图 很 容易 求解 。 此 外 ， 由 
于 超 静 定 结构 的 最 后 内 力图 并 不 因 所 取 基 本 结构 的 不 同 而 有 异 ， 央 此 在 求 位 移 时 ， 可 以 选 
取 任 一 种 基本 结构 来 求 虚拟 状态 的 内 力 。 人 恰当 的 基本 结构 ， 可 使 计算 简化 。 
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图 5.42 超 静 定 结构 位 移 计算 


例如 求 上 述 刚 架 的 位 移 Anth ARE 5. 42(c) 所 示 的 基本 结构 ， 加 上 单位 力 并 绘 出 
虚拟 状态 的 Mx 图， 将 其 与 M 图 相 乘 可 得 
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若 取 图 5. 42(d) 中 的 基本 结构 ， 则 有 
iita 1.3 3Fras 
一 wG “Jx 2 XggFra = T408ET, | 


二 者 结果 相同 ， 但 后 者 较为 简便 。 

综 上 所 述 ， 可 知 计算 超 静 定 结构 位 移 的 步骤 如 下 : 

(1) 解 算 超 静 定 结构 ， 求 出 最 后 内 力 ， 此 为 实际 状态 ; 

(2) 任 选 一 种 基本 结构 ， 加 上 单位 力求 出 虚拟 状态 的 内 力 ; 
(3) 按 位 移 计算 公式 或 图 乘法 计算 所 求 位 移 。 


| 5. 8 超 静 定 结构 计算 结果 的 校 核 


由 于 超 静 定 结构 的 计算 过 程 复杂 ， 因 此 对 计算 过 程 和 结果 进行 检查 校 核 非常 重要 。 

(1) 计算 过 程 的 检查 : 应 检查 基本 结构 的 选取 、 基 本 未 知 量 个 数 、 典 型 方程 、 单 位 弯 
和 矩 图 和 荷载 弯 矩 图 、 系 数 和 常数 项 的 计算 、 副 系数 是 否 满足 互 等 定理 、 方 程 的 解 和 最 终 弯 
和 矩 图 等 各 个 环节 是 否 正 确 ， 同 时 还 应 对 各 杆 抗 弯 刚 度 - 杆 长 不 相等 等 情况 予以 特别 注意 。 

(2) 计算 结果 的 校 核 : 正确 的 内 力图 必须 同时 满足 平衡 条 件 和 位 移 条 件 ， 因 而 校 核 亦 
应 从 这 两 方面 进行 。 

O 平衡 条 件 校 核 。 取 结构 的 整体 或 任何 部 分 为 隔离 体 ， 其 受 力 均 应 满足 平衡 条 件 ， 
如 不 满足 ， 则 表明 内 力图 有 错误 。 

对 于 刚 架 的 弯 和 矩 图 , 通常 应 检查 刚 结 点 处 所 受 力矩 是 否 满 足 之 M=0 的 平衡 条 件 。 例 
如 对 图 5. 43(a) 所 示 刚 架 % 取 结 点 E 为 隔离 体 如 图 5. 43(b) 所 示 ， 则 应 有 忆 Mz 一 Man 十 
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图 5.43 内 力图 校 核 


对 于 剪 力 图 和 轴 力 图 的 校 核 ， 可 取 结 点 、 杆 件 或 结构 的 某 一 部 分 为 隔离 体 ， 考 虑 是 否 
WEF, 二 0 MEF, 一 0 的 平衡 条 件 。 但 是 仅 满足 平衡 条 件 ， 不 能 说 明 最 后 的 内 力图 就 是 
正确 的 。 

@ 位 移 条 件 校 核 。 利 用 解 出 的 内 力 结果 ,计算 原 结构 上 的 某 些 点 如 支 座 、 约 束 等 处 
的 位 移 ， 看 是 否 满足 原 结构 的 变形 连续 条 件 和 支 座 处 的 位 移 边 界 条 件 。 

下 面 用 算 例 进行 说 明 。 

【 例 5-16】 图 5. 44(a) 所 示 结 构 的 弯 和 矩 图 如 图 5. 44(b) 所 示 ， 试 校 核 C 点 竖 向 位 移 是 
RAF. 
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图 5.44 例 5-16 图 


【 解 】 在 力 法 基本 结构 上 构造 单位 力 状 态 ， 如 图 5. 44(c) 所 示 。 将 图 5. 44(b) 和 图 
5.44(c) 的 弯 矩 图 进行 图 乘 ， 可 得 


1 1 a Ng 2 ql? 1 1 1 qè 1 qt: 

Az z|[2 85) 3i)+ [2 8) Hal GESHE 5] 0 
满足 C 点 竖 向 位 移 为 零 的 边界 位 移 条 件 。 

从 理论 上 讲 ， 一 个 次 超 静 定 结构 需要 个 位 移 条 件 才能 求 出 全 部 多 余 未 知 力 ， 故 位 
移 条 件 的 校 核 也 应 进行 几 次 。 不 过 ,通常 只 需 儿 查 少 数 的 位 移 条 件 即 可 。 

对 于 具有 封闭 无 铵 框 格 的 刚 架 ， 利 用 框 格 上 任 一 截面 处 的 相对 角 位 移 为 零 的 条 件 来 校 
核 变 矩 图 比较 方便 。 例 如 ， 校 核 图 . 们 45(Ca) 的 M 图 时 ， 可 取 图 5.43(c) 所 示 基 本 结构 的 单 
位 弯 矩 图 Mr 与 M 图 相 乘 ， 以 窒 查 相对 转角 Ak 是 否 为 零 出 于 Mx 只 在 这 一 封闭 框 格 上 
不 为 零 ， 且 其 坚 标 处 为 1,- 故 对 于 该 封闭 框 格 应 有 
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| 5. 9 支 座 位 移 作用 下 超 静 定 结构 的 计算 





对 于 静 定 结构 ， 支 座 移动 将 使 其 产生 刚体 位 移 ， 不 产生 内 力 。 而 对 于 超 静 定 结构 ， 
生 支 座位 移 一 般 会 产生 内 力 ， 该 内 力也 可 以 用 力 法 来 求解 计算 过 程 与 计算 荷载 内 力 引起 
的 过 程 类 似 ， 唯 一 的 区 别 仅 在 于 典型 方程 中 的 自由 项 不 同 。 

例如 图 5. 45(a) 所 示 刚 架 ， 设 其 支 座 B 由 于 某 种 原因 产生 了 水 平 位 移 w、 坚 向 位 移 / 
及 转角 9?， 现 取 基 本 体系 如 图 5. 45(b) 所 示 。 根 据 基本 结构 在 多 余 未 知 力 和 支 座位 移 共同 
影响 下 ， 沿 各 多 余 未 知 力 方 向 的 位 移 应 与 原 结构 的 相应 位 移 相同 的 条 件 ， 可 建立 典型 方程 
如 下 : 























Qu X +ó: X, +ó X, +A, =0 
Gu Xi Xo X, TA. = —g (5-16) 











Òs Xi Fer X. Hes X tA a 





127 









































































































































R=1 

















ti EB) hl | o o 


(e) M, 及 Fh! 图 (d) M: RF (e) Ms 及 所 图 
图 5.45 支 座 发 生 位 移 时 结构 计算 图 


式 中 的 系数 计算 同 前 。 自 由 项 Ai A 、A;s 分 别 代表 基本 结构 由 于 支 座 移动 所 引起 
的 沿 X I. Xas X, 方向 的 位 移 ， 可 按 第 4 章 支 座 移动 引起 位 移 的 方法 计算 ， 公 式 为 

Ais 一 一 了 Fuc， (5-17) 

由 图 5. 45(c) 、(d) 和 (e) 所 示 的 虚拟 反 力 , . 按 上 式 可 求 得 


PJI 
1 b 6-18) 
an=- [T] 7 ? 
Asn =0 


自由 项 求 出 后 ， 其 余 条 件 按照 计算 荷载 内 力 引 起 的 情况 来 计算 。 因 为 基本 结构 是 静 定 
结构 ， 支 座位 移 不 产生 内 力 ， 因 而 最 后 内 力图 只 是 由 多 余 未 知 力 所 引 起 的 ， 即 








M 一 MX 十 MX 十 MX。， (5-19) 
但 在 求 位 移 时 ， 应 加 上 支 座 移动 的 影响 : 
eE 6-20) 
沿 X , 方向 的 位 移 条 件 校 核 式 为 
aay [YME yF =o GR MD 6-21) 


[B 5-17] 图 5.46(a) 所 示 超 静 定 梁 ，A 支 座 转动 p， 求 其 结构 内 力 ， 作 出 弯 矩 图 。 

【 解 】 图 示 梁 为 三 次 超 静 定 结构 ， 取 简 支 梁 为 基本 结构 ， 两 端 截面 的 弯 怎 和 了 端 截 
面 的 轴 力 为 基本 未 知 量 ， 由 于 轴 力 等 于 零 , 按 二 次 超 静 定 结构 求 解 ， 力 法 基本 体系 如 
图 5. 46(b) 所 示 。 
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O 原 结构 (b) 基本 体系 omm 

I Fp Xa 
4 B ,X= rr dT i 
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Eh 
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图 5.46 例 5-17 图 





基本 体系 上 只 有 Xi, X, 作用 ， 它们 共同 引起 的 与 X, . X, 对 应 的 位 移 A, A 应 该 
等 于 原 结构 的 位 移 ， 即 
A =n Xi Hô X: HAjEe 
(puto RL 
作出 Mi 图 和 M; 图 ， 分 别 如 图 5. 46(c) 、td) 所 示 。 由 图 乘法 求 出 系数 为 
L < ¿Á L 
3EI' N 6EI 3EI 
自由 项 Asv、As 代 表 基 本 结构 止 由 于 位 移 引 起 的 沿 X7S X, 方向 的 位 移 。 由 于 取 基 本 
结构 时 已 把 发 生 转 角 的 固定 支 座 A Dk ON BEE. CORE A 的 转动 已 不 再 对 基本 结构 产生 任 
何 影响 ， 故 有 





du 二 一 92， 82 一 


Au 一 AxS0 


如 按 公式 A = DR ic. HUMOR IEEE R. 
解 力 法 方程 \ 得 





4EI 2EI 
x= Te X= T 


RAGER AIA FRE. W 5. 46(e) 所 示 : 
M=M, X: +M:X: 
现 对 最 后 内 力图 进行 位 移 条 件 校 核 ， 检查 固定 支 座 B 处 转角 是 否 为 零 。 为 此 ， 可 取 














图 5. 46(f) 所 示 巧 臂 梁 为 基本 结构 ， 作 出 其 弯 和 矩 图 并 求 出 虚拟 反 力 ， 由 位 移 计算 公式 可 得 
ATM:Mds —_— 1 114ET 2EI 
Pr =å; zf ET XF =p Dhe e) (1e)=0 
可 见 这 一 位 移 条 件 是 满足 的 





| 5. 加 温度 变化 作用 下 超 静 定 结构 的 计算 


对 于 静 定 结构 ， 温 度 变化 将 使 其 产生 变形 和 位 移 ， 不 产生 内 力 。 而 对 于 超 静 定 结构 ， 
温度 变化 时 ， 由 于 受到 支 座 的 限制 一 般 会 产生 内 力 ， 该 内 力也 可 以 用 力 法 来 求解 ， 计 算 过 
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程 与 计算 荷载 内 力 引起 的 过 程 类 似 。 例 如 图 5. 47(a) 所 示 刚 架 ， 其 温度 变化 如 图 所 示 ， 取 
图 5. 47(b) 所 示 基 本 体系 ， 典 型 方程 为 

















ón Xi Tó: X; +ó X, TA, —=0 


n X +ó; X: tòna X, +A, =0 (5-22) 





Òs Xi Hes X; Tó Xa TA, =0 





(a) 原 结构 也 ) 基本 体系 
图 5.47 温度 变化 超 静 定 结构 的 基本 体系 


式 中 的 系数 计算 同 前 。 自 由 项 Ar, A... A, 分 别 为 基本 结构 由 于 温度 变化 引起 的 沿 
Xis Xas X, 方向 的 位 移 ， 它 们 可 按 第 4 章 温度 变化 引起 位 移 的 方法 来 计算 ， 公 式 为 

ASEZ + Dt 

将 系数 和 自由 项 求 得 后 ,代入 典型 方程 即 可 解 出 多 余 未 知 力 。 


因为 基本 结构 是 静 定 的 二 温度 变化 并 不 使 其 产生 内 力 ， 故 最 后 内 力 只 是 由 多 余 未 知 力 
所 引起 的 ， 即 





mia (5-23) 


M=M,X í +M,x.,+M, X, (5-24) 


但 温度 变化 却 会 使 基本 结构 产生 位 移 ， 因 此 在 求 位 移 时 ， 除 了 考虑 由 于 内 力 产生 的 位 
移 外 ， 还 要 加 上 由 于 温度 变化 所 引起 的 位 移 。 对 于 刚 架 ， 位 移 计算 公式 一 般 可 写 为 








MkMds AE MeMd , 
EI i EI 











A, ean 
T | DF Ncati+ x [wa (5-25) 


同 理 ， 在 对 最 后 内 力图 进行 位 移 条 件 校 核 时 ， 亦 应 把 温度 变化 所 引起 的 基本 结构 的 位 
移 考虑 进去 ， 对 多 余 未 知 力 X: 方向 上 的 位 移 校 核 式 一 般 为 





= sa = 5.— 
A, > | Er 十 Av 一 0 (5-26) 


[B 5-18] 图 5.48(a) 所 示 刚 架 外 侧 温度 升 高 25C ， 内 侧 温度 升 高 35C ， 试 绘制 其 
弯 和 矩 图 并 计算 横梁 中 点 的 竖 向 位 移 。 已 知 ET 等 于 常数 ， 截 面 对 称 于 形 心 轴 ， 高 度 二 
2/10， 材 料 的 线 膨 胀 系数 为 a 
【 解 】 这 是 一 次 超 静 定 刚 架 ， 取 图 5. 48(b) 所 示 基 本 体系 ， 典 型 方程 为 
ônXı tA, =0 
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| Fat 
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(a) 原 结构 (b) 基本 体系 (c) Mi 8, Fi 图 

























































































OMA (e) R Ta 
图 5.48 例 5-18 图 
计算 并 绘 出 弯 和 矩 图 和 轴 力 图 ， 如 图 5. 48kc) 所 示 ， 求 得 系数 及 自由 项 为 


_w [Mids ZA RY 2 号 
人 0 一 之 」 -ET sz) 3ET 











a= ah, Í — 
Ar =XFuat +D | Mua 





最 后 弯 矩 图 M= MX,， 如 图 5.48(d) 所 示 。 由 计算 结果 可 知 ， 在 温度 变化 影响 下 ， 
超 静 定 结构 的 内 力 与 各 杆 刚度 的 绝对 值 有 关 ， 这 是 与 荷载 作用 下 不 同 的 。 
求 横梁 中 点 的 竖 向 位 移 Ak ， 作 出 基本 结构 在 虚拟 状态 的 Mx 图 并 求 出 轴 力 图 ， 如 图 
5.48(e) 所 示 ， 由 位 移 计 算 公式 可 得 
, [ MkMds 
A. zf EI 


1 1 ao GEI 1 25+35, | a(35 一 25) 1 L 
二 (X138 r) 2x( 3)ex 2 十 1 x34) 











+> F.zatl + > | Mexds 











69 50 
=— al—30al + a= —34. 75al( Í) 


| 5. 11 超 静 定 结构 的 特性 


与 静 定 结构 对 比 。 超 静 定 结构 具有 以 下 一 些 重要 特性 。 
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(1) 内 力 分 布 与 结构 各 杆 件 的 刚度 有 关 ， 即 与 截面 的 几何 尺寸 和 材料 性 质 有 关 。 

静 定 结构 的 内 力 只 按 平衡 条 件 即 可 确定 ， 其 值 与 结构 的 材料 性 质 和 截面 尺寸 无 关 。 而 
超 静 定 结构 的 内 力 单 由 平衡 条 件 无 法 全 部 确定 ， 还 必须 考虑 变形 条 件 才能 求解 ， 而 变形 条 
件 中 结构 位 移 的 求解 与 刚度 有 关 ， 因 此 其 内 力 分 布 与 截面 几何 尺寸 和 材料 性 质 有 关 。 

由 于 这 一 特性 ， 在 荷载 保持 不 变 的 情况 下 ， 通 过 改变 超 静 定 结构 各 杆 的 刚度 大 小 ， 可 
以 使 结构 的 内 力 重新 分 布 。 

(2) 温度 改变 、 支 座位 移 、 制 造 误差 等 会 使 超 静 定 结 构 产 生 内 力 。 对 于 静 定 结构 ， 除 

荷载 外 ， 其 他 任何 因素 如 温度 变化 、 支 座位 移 等 均 不 引起 内 力 。 但 对 于 超 静 定 结构 ， 由 于 
存在 着 多 余 联系 ， 当 结构 受到 这 些 因素 影响 而 发 生 位 移 时 ， 一 般 将 要 受到 多 余 联系 的 约 
束 ， 因 而 相应 地 要 产生 内 力 。 
包 静 定 结 构 的 这 一 特性 ， 在 一 定 条 件 下 会 带 来 不 利 影响 ,例如 连续 梁 可 能 由 于 地 基 
不 均匀 沉陷 而 产生 过 大 的 附加 内 力 。 但 是 在 另外 的 情况 下 又 可 能 成 为 有 利 的 方面 ， 例 如 
同样 对 于 连续 梁 , 可 以 通过 改变 支 座 的 高 度 来 调整 梁 的 内 力 ， 以 得 到 更 合理 的 内 力 
分 布 。 

(3) 超 静 定 结构 抵抗 破坏 的 能 力 强 。 当 超 静 定 结构 的 一 些 多 余 约束 被 破坏 后 ， 结 构 
仍 为 几何 不 变 体系 ， 仍 具有 一 定 的 承载 能 力 ， 与 静 定 结构 相 比 其 抵抗 破坏 的 能 力 较 强 。 
而 静 定 结构 在 任何 一 个 联系 被 破坏 后 ， 立 即 成 为 几何 可 变 体系 而 丧失 承载 力 。 因 此 ， 工 
程 中 的 大 多 数 结构 为 超 静 定 结构 ， 另 从 抗震 角度 而 言 ， 超 静 定 结构 也 具有 较 强 的 防御 
能 力 。 

OD 超 静 定 结构 整 体 性 强 ; 内 力 分 布 较 均匀 。 超 静 定 结构 由 于 具有 多 余 联 系 ， 一般 地 
说 ,要 比 相 应 的 静 定 结构 刚度 大 ， 内 力 分 布 也 较 均匀 例如 图 5. 49(a) 、(b) 所 示 的 两 跨 简 
支 梁 和 两 跨 连 续 梁 ， 在 荷载 跨度 及 截面 相同 的 情况 下 ， 显然 超 静 定 结构 的 最 大 找 度 (图 
中 虚线 为 挠 度 曲线 7 及 最 大 弯 矩 值 (图 中 实 线 为 弯 矩 图 ) 都 较 静 定 结构 要 小 。 而 且 连 续 梁 具 


有 较 平滑 的 变形 曲线 。 
Fr Fr $F. 
a) (b) 









































j; 2 
2 ,lh 
(G. 


图 5.49 静 定 梁 和 超 静 定 梁 的 内 力 比 较 


本 章 主要 讲述 了 力 法 的 基本 概念 和 典型 方程 ， 利 用 力 法 对 超 静 定 结构 在 荷载 作用 、 温 
度 变 化 、 支 座 移动 时 的 内 力 和 位 移 进行 求解 ， 利 用 对 称 性 对 结构 的 内 力 和 位 移 计 算 进行 简 
化 ， 并 对 结构 的 内 力图 进行 校 核 ， 指 出 了 超 静 定 结构 和 静 定 结构 的 特性 差别 。 

本 章 的 重点 是 用 力 法 和 结构 的 对 称 性 对 超 静 定 结构 在 荷载 作用 、 温 度 变 化 、 支 座 移动 
时 的 内 力 和 位 移 进行 求解 。 


132 


BE 2 法 





思 * 题 


5.1 用 力 法 求解 超 静 定 结构 的 思路 是 什么 ? 

5.2 什么 是 力 法 的 基本 体系 、 基 本 结构 和 基本 未 知 量 ?为 什么 首先 要 计算 基本 未 知 
量 ? 基本 体系 与 原 结构 有 什么 不 同 ? 基本 体系 与 基本 结构 有 什么 不 同 ? 

5.3 力 法 方程 的 物理 意义 是 什么 ”方程 中 的 每 一 系数 和 自由 项 的 含义 是 什么 ? 

54 试 从 物理 意义 上 说 明 ， 为 什么 力 法 方程 中 的 主 系数 必 为 大 于 零 的 正 值 ， 而 副 系 
数 可 为 任意 数 。 

5.5 典型 方程 的 右 端 是 否 一 定 为 零 ? 在 什么 情况 下 不 为 零 ? 

5.6 为 什么 静 定 结构 的 内 力 状 态 与 EI 无关， 而 超 静 定 结构 的 则 有 关 ? 

5.7 什么 是 对 称 结构 、 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 ? 怎么 利用 对 称 性 使 计算 简化 ? 

5.8 为 什么 超 静 定 结构 的 最 后 内 力图 校 核 包含 平衡 条 件 和 位 移 条 件 两 方面 ? 

5.9 ”怎么 求解 超 静 定 结构 的 位 移 ? 为 什么 可 以 把 虚拟 单位 荷载 加 在 任何 基本 结构 上 ? 


习 “ 题 
5-1 求解 超 静 定 结 构 需 同时 考虑 、 和 物理 条 件 。 
5-2 求解 超 静 定 结构 的 基本 方法 有 ° 
5-3 图 5.50Ca) 所 示 结构 温度 发 生变 化 ， 会 产生 内 力 的 结构 为 ( )。 
A. (a).. 6b) B: € by (ey; C.C e), (a) D. (a), (b), (c) 


al 


(a) 
图 5.50 习题 5-3 图 



























































5-4 力 法 典型 方程 是 条 件 ， 表示 基本 结构 在 和 
共同 作用 下 产生 的 多 余 约束 处 位 移 与 位 移 相 同 。 
5-5 图 5.51 所 示 三 个 结构 的 几何 尺寸 相同 ,刚度 不 同 ,在 相同 荷载 作用 下 ， 
( ) 内 力 相同 。 
jE jE jE 
2E1 4EI 3EI 
El El 2EI 2EI El EI 
(a) (b) (c) 


图 5.51 习题 5-5 图 
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A. (a). (b) B. Cb)s (e) C Ç e); Ga) D. (a), (b), <ë) 
5-6 试 分 析 图 5.52 所 示 结 构 的 超 静 定 次 数 。 


(a) (b) (c) 


ma PX 


(d) (o 


m T] 


图 5:52 习题 5-6 图 








(h) 


5-7 jP&JHJJ 0 4yBrE 5.53 US ERER, JEE B. 5 J Ed. 


F 2kN/m 
A B A 1 B 
c 
El ò- El El 4 B 
73 12 i I í 37 1 
c — F — = em .| 3m 
(a) (b) © 


图 5.53 习题 5-7 图 


5-8 试用 力 法 分 析 图 5.54 所 示 超 静 定 刚 架 ， 并 作出 弯 矩 图 、 剪 力图 、 轴 力图 。 
5-9 试用 力 法 分 析 图 5.55 所 示 超 静 定 刚 架 ， 作 出 弯 和 矩 图 ， 并 讨论 当 ” 增 大 和 减 小 
时 M 图 如 何 变 化 。 已 知 2 一 5/2。 


15kKN/m 





图 5.54 习题 5-8 图 图 5.55 习题 5-9 图 


5-10 试用 力 法 分 析 图 5.56 所 示 刚 架 ， 并 作出 弯 矩 图 。 
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图 5.56 习题 5-10 图 


5-11 试用 力 法 分 析 图 5.57 MRH. REFAH. 已 知 EA 为 常数 。 





上 二 -十 
各 杆 MED 相 同 


(b) 


图 5.57 习题 5-11 图 


5-12 试用 力 法 分 析 图 六 58 BORDE, MERSER 横梁 EA =, 
EI EI 
1 El 


(b) 





(a) 


图 5.58 习题 5-12 图 
5-13 图 5.59 所 示 组 合 结构 A 二 101/1*, 试 按 去 掉 CD 杆 和 切断 CD 杆 两 种 不 同 的 
基本 体系 来 建立 典型 方程 进行 计算 . 并 讨论 当 A 一 0 和 A 一 2 时 的 情况 。 





图 5.59 习题 5-14 图 


135 





5-14 试 分 析 图 5.60 所 示 对 称 结构 ， 并 作出 弯 窍 图 。 已 知 ET 为 常数 。 


1 1 1 1 
£ q ga 
A EI B A EI B 
l; i f 
2! 
(a) (b) 




















10kN/m 





T] 




















图 5.60 习题 5-14 图 


5-15 试 计 算 图 5.61- 所 示 连 续 梁 ， 作 出 弯 矩 图 和 剪 力 图， 并 计算 K 点 的 竖 向 位 移 和 
截面 C 的 转角 (提示 :- 取 三 跨 简 支 梁 为 基本 结构 " 即 以 支 座 B. C 处 截面 的 弯 矩 为 多 余 未 
知 力求 解 较 方便 )。 

5-16 图 8$.62(a) 所 示 结 构 在 荷载 作用 于 的 弯 矩 图 如 图 5. 62(b) 所 示 ， 试 求 A 截面 转 
角 和 C 点 竖 向 位 移 。 


1 








q 
un l 
A B sr 
0.: 
20kN/m  100kN -| g“ Ja € i 05 gp 
A BIK C D ar A 0.25 
I 21 1 -一 全 ~- 一 一 -| 
8m m pbi Sm (a) ©) 
图 5.61 习题 5-15 图 图 5.62 习题 5-16 图 





5-17 试问 图 5. 63 所 示 结 构 的 弯 矩 图 是 否 正确 ? 
4 Fp 
god ai ml Aer a 


(a) (b) (9 (d) 
图 5.63 习题 5-17 图 
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5-18 结构 的 温度 改变 如 图 5.64 所 示 , 已 知 ET 为 常数 ， 截 面 对 称 于 形 心 轴 ， 其 高 
RE h=1/10, 材料 的 线 膨 胀 系数 为 a。(1) 作 M 图 ; (2) 求 杆 端 A 的 角 位 移 。 

5-19 图 5.65 所 示 枯 架 各 杆 ! 和 EA 均 相 同 ， 其 中 AB 杆 制作 时 较 设 计 长 度 1 短 了 
A， 现 将 其 拉 伸 ( 设 受 力 在 弹性 范围 内 ) 拼 装 于 检 架 上 ， 试 求 拼装 后 该 杆 的 长 度 /。 


4 B 








图 5.64 习题 5-18 图 图 5.65 习题 5-19 图 


5-20 图 5.66 所 示 结 构 的 支 座 B 发 生 的 水 平 位 移 4 址 30mma( 向 右 ), 5 二 40mm( 向 
F), e=0.1rad, 已 知 各 杆 的 1 二 600cm' ,二 210GPas。() 作 `M 图 ; (DR D 点 竖 向 位 
移 及 下 点 水 平 位 移 。 

5-21 WER 5.67 所 示 梁 的 M 图 并 求 C 点 竖 向 位 移 , 已 知 EI 为 常数 ， 弹 性 支 座 的 
MJ k= El/a', 








F 
fC 
a a a 

图 5:66 习题 5-20 图 图 5.67 习题 5-21 图 
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Ns ) 
主要 讲述 按 位 移 法 求解 超 静 定 问 题 的 方法 。 通 过 本 章 的 学 习 。 应 达到 以 下 目标 
(1) 理解 等 截面 直 杆 的 转角 位 移 方程 
(2) 掌握 位 移 法 基本 未 知 量 、 基 本 结构 的 确定 
(3) 掌握 位 移 法 的 典型 方程 及 计算 步骤 ; 
(4) 掌握 直接 由 平衡 条 件 建立 位 移 法 基本 方程 ; 
(5) 掌握 对 称 性 在 位 移 法 中 的 利用 。 





知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
等 截面 直 杆 的 转角 了 解 等 截面 直 标的 转 允 位 移 方程 的 单 跨 静 定 积 的 杆 端 力 和 芭 力 
位 移 方程 建立 





位 先 法 的 基本 未 知 | (1 党 可 知 何 确 定位 移 法 的 若林 纺 [| 个 (1) 独立 的 结 点 角 位 移 、 线 位 移 ; 


知 量 ; 
量 和 基本 结构 名) 学 所 基本 结构 的 定义 (2) 附加 刚 辟 、 附 加 支 座 链 杆 





BERRIEN? (1) 掌握 位 移 法 次 苍 方 程 的 建立 ; rA 5 
计算 步骤 (2) 掌握 位 移 法 的 计算 步骤 ma E 





直接 由 平 街 条 件 连 | 。 字 所 直 接 由 平衡 条 件 建立 位 移 法 站 = 
立 位 移 法 基本 方程 | 本 方程 EAA A 


E 


位 移 法 、 基 本 未 知 量 、 基 本 结构 、 典 型 方程 。 


Ds 


几何 不 变 的 结构 在 给 定 外 力作 用 下 ， 其 内 力 和 位 移 是 唯一 确定 的 ， 内 力 和 位 移 之 间 的 关系 也 是 唯一 
确定 的 ， 因 此 既 可 以 按 力 法 的 思路 先 求 结构 的 约束 力 和 内 力 然 后 再 求 位 移 ， 同 样 也 可 以 按 相反 的 思路 
先 求 出 结构 中 的 某 些 位 移 ， 然 后 再 以 此 推 求 结构 的 内 力 和 约束 力 。 这 种 先 求 结构 某 些 位 移 再 据 此 求解 结 
构 内 力 的 方法 ， 称 为 位 移 法 。 如 图 6.1(a) 所 示 刚 架 ， 在 荷载 Fp 作用 下 将 发 生 虚 线 所 示 的 变形 ， 在 刚 结 
点 1 处 两 杆 的 杆 端 均 产生 相同 的 转角 pi ， 若 略 去 轴 向 变形 ， 则 可 认为 两 杆 长 度 不 变 ， 因 而 结 点 1 没有 线 
位 移 。 如 何 据 此 来 确定 各 杆 内 力 呢 ? 对 于 1-2 村， 可 以 把 它 看 作 是 一 根 两 端 固定 的 梁 ， 除 了 受到 荷载 
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RE 位 移 法 





Fe 作用 外 ， 固 定 支 座 1 处 还 产生 了 转角 gp!， 如 图 6.1(b) 所 示 , 而 这 两 种 情况 下 的 内 力 都 可 以 由 力 法 算 
出 ; 同 理 ，1-3 杆 可 以 看 作 是 一 端 固 定 另 一 端 贸 支 的 梁 ， 在 固定 端 1 处 产生 了 转角 gl， 如 图 6.1(c) 所 
示 ， 其 内 力 同样 可 用 力 法 算出 。 可 见 ， 在 计算 该 刚 架 时 ,如果 以 结 点 1 的 角 位 移 p 为 基本 未 知 量 ， 设 法 
首先 求 出 81， 则 各 杆 的 内 力 均 可 随 之 确定 。 这 就 是 位 移 法 的 基本 思路 。 


Pi FP 





(b) 
图 6.1 刚 架 结 构 


由 以 上 讨论 可 知 ， 在 位 移 法 中 需要 解决 以 下 问题 : 

O) 怎样 用 力 法 求 出 单 跨 超 静 定 梁 在 杆 端 发 生 各 种 位 移 似 及 荷载 等 因素 作用 下 的 内 力 ; 
(2) 确定 以 结构 上 的 哪些 位 移 作为 基本 未 知 量 ; 

(3) 如 何 求 出 这 些 位 移 。 





| 6. 1 等 截面 直 杆 的 转角 位 移 方程 


用 位 移 法 计算 超 静 定 刚 架 时 ， 每 根 杆 件 均 可 看 作 单 跨 超 静 定 梁 。 在 计算 过 程 中 ， 要 用 


到 这 种 梁 在 杆 端 发 生 转 动 或 移动 时 以 及 在 荷载 等 外 因 作用 下 的 杆 端 弯 矩 和 剪 力 ， 若 事先 通 
过 力 法 导出 该 梁 杆 端 弯 矩 的 计算 公式 ， 以 后 应 用 就 非常 方便 。 而 结构 力学 中 常 把 表示 杆 端 
内 力 与 杆 端 位 移 及 外 荷载 之 间 关系 的 表达 式 ， 称 为 转角 位 移 方程 。 为 推导 转角 位 移 方程 ， 
先 需 明确 两 方面 内 容 : 


(1) 常见 单 跨 超 静 定 等 截面 直 杆 梁 的 三 种 主要 形式 : 

O 两 端 固定 梁 ， 如 图 6. 2(a) 所 示 ; 

© 一 端 固定 ， 另 一 端 为 链 杆 支 座 ( 或 匀 支 座 ) ， 如 图 6. 2(b) 所 示 ; 
@ 一 端 固定 ， 另 一 端 为 滑动 支 座 ， 如 图 6. 2(c) 所 示 。 



































£ 1 + Í 2i 
(a) 两 端 固定 (b) 一 端 固定 另 一 端 匀 支 (c) 一 端 固定 另 一 端 定向 支承 
图 6.2 单 跨 超 静 定 等 截面 直 杆 梁 
(2) 位 移 及 内 力 符号 规定 (图 6. 3): 
O 结 点 角 位 移 (或 支 座 转角 位 移 ) e, 和 gs 以 顺 时针 方 向 为 正 ; 
© 杆 件 两 端 垂直 于 杆 轴线 的 相对 线 位 移 ( 简 称 侧 移 )Ass ， 以 使 杆 件 产生 顺 时 针 方 向 转 
动 为 正 ; 
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(a) 位 移 正 向 (b) 杆 端 内 力 正 向 
6.3 位 移 及 内 力 正 向 


© 杆 端 弯 矩 Mas, M na 对 杆 端 而 言 是 以 顺 时 针 方 向 为 正 ( 而 对 结 点 或 支 座 而 言 则 是 以 





反 时 针 方 向 为 正 )， 作 弯 矩 图 时 仍然 遵循 把 弯 矩 画 在 杆 件 受 拉 侧 且 不 标 正 负 的 规则 ; 
@ 杆 端 剪 力 ons 、Fasa 以 使 截面 产生 顺 时 针 方 向 转动 为 正 。 





图 6.4(a) 所 示 两 端 固定 的 等 截面 梁 ， 除 受 荷载 及 温度 变化 影响 外 ， 两 端 支 座 还 发 4 





ET 


位 移 。A MEEK pas B 端 转角 为 ps，A 、B 两 端 在 垂直 于 杆 轴 方 向 上 的 相对 线 位 移 为 
Ar CA, AB 杆 沿 杆 轴 方 向 的 线 位 移 以 及 在 垂直 杆 轴 方 向 的 平移 均 不 引起 弯 和 矩 ， 故 不 巴 
考虑 ) 。 用 力 法 求解 这 一 问题 时 ， 可 取 简 支 梁 为 基本 结构 ”多余 未 知 力 为 杆 端 弯 矩 X,、 
X MAJ X: WE 6.4(b) 所 示 。 由 于 X, 对 梁 的 弯 和 矩 没 有 影响 ， 可 不 考虑 ， 故 仅 需 求解 

















Xi MX. 





(c) 加 图 1 
六 
oma I 
l i 
xa xa 
(e) MP 图 
Å Fp x so —ū; 
G ñ 元 ss 3] 
h = 
Bas 
(b) 基本 体系 (f) 支 座 转向 


图 6.4 两 端 固定 等 截面 梁 
根据 沿 X,， 和 X, 方向 的 位 移 条 件 ， 可 建立 力 法 典型 方程 如 下 : 
Ôn Xi HeX HAr HAr HAS gpa 
i X,+0,;,X,+A, tAn HAns 














式 中 的 系数 和 自由 项 均 可 按 以 前 的 方法 求 得 . 作出 Mi;、M; 和 M, 图 [图 6.4(c) 一 (e)] 


后 ， 由 图 乘法 可 算出 
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RE 位 移 法 





Auza Aura 
mı “s= 

至 于 自由 项 As 和 A,s， 是 表示 由 于 支 座 位 移 引 起 的 基本 结构 两 端的 转角 ， 由 图 6. 4 
(人 f) 可 以 看 出 ， 支 座 转 动 将 不 使 基本 结构 产生 任何 转角 ; 而 支 座 相 对 侧 移 所 引起 的 两 端 转 
角 为 


Ar 一 








A 
As 一 As 一 pas 一 T 


式 中 ，BAn 称 为 弦 转 角 ， 亦 以 顺 时 针 方 向 为 正 。 此 外 ， 由 第 5 章 关 于 温度 变化 引起 的 位 移 
计算 公式 可 得 出 





























a, l alA, alâ, 
A= zT a" A ; 
AP: ASt a 为 材料 的 线 膨胀 系数 ; /为 杆 件 截面 高 度 : KS 
将 以 上 系数 和 自由 项 代入 典型 方程 ， 可 解 得 AS 
EO O Oe un 
" i NS a 
x= ea : Te se A 
PAKN L h 
M <Ñ 
NE ss 
WS ra x 
为 杆 件 的 线 刚 度 。 此 外 ， MAX. mu QM A M \ 式 便 可 写成 
X 








XT Mas— 4iga 十 中 Am 上 二 Ma 
< URSOS C0.=1 
NY X,=Mu = 2254 An Mia 





式 中 
ElaA, 
h 
Ora rpe 
Miss Mia 28 DE PE ü I +E ñ) HE fE far AR X Ra E ZE fz SE 9F E F 09830 2628, FA 181 30 25 
KE. IEG -1) 为 两 端 固定 的 等 截面 梁 的 杆 端 弯 矩 的 一 般 计算 公 式 ， 通 常 称 为 转角 位 移 

方程 。 
对 于 一 端 固定 另 一 端 铵 支 的 等 截面 梁 ， 其 转角 位 移 方程 可 由 式 (6 -1) 导 出 。 如 图 6.5 
BraS. Dz B WAB. WAE 








2A, 
Mis g (rera) 
(6-2) 

Mia = 
































ë 
Mna 一 4ipa 十 2ipA Aas t MB 0 


J 3 1 
9p8 一 -zle 一 auw+a] 
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TIL, ps 可 表示 为 ga、Aas 的 函数 , 它 不 是 独立 的 。 将 其 代入 式 (6 - 1) 的 第 一 式 中 ， 
可 得 





3i 
Mas =3ipa — FAs + MS 








(6-3) 
即 为 这 种 梁 的 固 端 弯 矩 。 式 中 
š: NI 
Mia Mh 3 Mi 
对 于 图 6.6 所 示 的 一 端 固定 另 一 端 定向 支 座 的 等 截面 梁 ， 同 理 可 以 得 到 : 
Mas =igpa—igps+Ms 
(6-4) 
qes e. 十 MPA 7 
E a < Msa 
q= TARARE AUUUUL Te) 
Ma. 4 Ma | ~------------ 
A 


图 6.5 WAER- iks me "es 一 端 固定 另 一 端 定向 支 座 的 等 截面 梁 





端 弯 矩 求 出 后 ， 杆 端 剪 力 Rs 以 上 由 支 座 位 移 引起 的 杆 端 弯 矩 
Rs 由 跨 中 荷 引起 的 杆 端 查 矩 和 杆 庙 前 力 称 为 载 常 数 。 为 了 应 用 方 


























便 ， 我 们 把 等 截面 单 跨 超 竟 定 梁 在 各 种 不 同情 况 下 的 浆 端 过 和 矩 和 村 端 前 力 列 于 表 6 -1 中， 
>` 表 6-1 和 
编号 KAA eE =. 
RRI y Ma > Ma Fos Fos 
6i 6i 
1 2i =T E 
6i 12i 12i 
2 = T 
_ Frab’ Fpa’b Feb? (L +2a) _ Fpa? (1+2b) 
aj o g: $ #* Ë 
:| B |3 a=5=1/2 Bb 
BA Fal Fs Es 
m= 8 2 2 
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( 续 ) 
== 剪 力 
编号 梁 的 简 图 
Mu Mass 下 os Foa 
q 
i aH, _ q a? al al 
12 12 2 2 
| . 
4 ; 
Fan y = ga 
° 《和 127 TFI) 
1 (61? —8la +34?) 
q 
ql” _ 3al 
5 | ag f» 20 20 
| f 一 ss 
a b 
z MD 
T 
8 0 
3i 
9 3: 
T 
3i 
10 3e 
F 
_ Frab(I +b) j pb(31?—b?) | Frea? (21+b) 
2 2 
š: "4 a=b=1/2 时 
== 1⁄2 时 ， 
人 NF, _5Fr 
-2 16 16 
16 
9 
m la a| æ s al aa 
5 8 8 
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sung 
— 
( 续 ) 
== Ep] 
编号 梁 的 简 图 
Fa 
_ qa? i= a 
s= [ a) 
13 
二 让 
10 
14 ua 
40 
3 一 0 
M yn 
15 
3 
My 
3ElaA, 
s; hl 
17 0 
0 
18 
0 
A=Fp 
9 Qiza P 
Qura =0 
20 0 
21 0 
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| 6. 2 位 移 法 的 基本 未 知 量 和 基本 结构 


在 位 移 法 中 ， 基 本 未 知 量 是 各 结 点 的 角 位 移 和 线 位 移 。 在 计算 时 ,应 首先 确定 独立 的 
结 点 角 位 移 和 线 位 移 的 数目 。 


O) 刚 结 点 ;由 于 与 刚 结 点 相连 的 所 有 杆 件 之 间 的 相对 夹 角 变形 前 后 保持 不 变 ， 因 
此 ， 交 汇 于 同一 刚 结 点 处 的 各 杆 杆 端 转角 完全 相同 ， 即 每 个 刚 结 点 只 有 一 个 角 位 移 ， 该 角 
位 移 即 为 位 移 法 基本 未 知 量 中 独立 的 结 点 角 位 移 ， 它 不 会 随 汇 交 于 刚 结 点 的 杆 件数 目的 多 
少 而 变化 。 15 

(2) AOR EIE) pn AUM AEP FAE B D RAA EME AA RE 
基本 未 知 量 。 

(3) 组 合 站 点 : 由 于 其 部 分 刚 结 部 分 铵 接 ， 而 其 出 外 特性 与 刚 结 点 完全 相同 ， 因此 
其 刚 结 处 的 转角 应 作为 基本 未 知 量 。 | 

(4) 固定 支 座 和 定向 支 座 : FEAS ly 85 S SFF, 所 以 不 选 作 基本 未 知 量 。 

因此 ， 作 为 位 移 法 基本 未 知 量 的 独立 的 结 点 角 位 移 数目 ， 就 等 于 刚 结 点 的 数目 。 例 如 
图 6.7(a) 所 示 刚 架 ， 其 独立 的 结 点 角 位 移 数目 为 2。 








O 鲍 结 体系 (c) 基本 结构 
图 6.7 刚 架 结构 角 位 移 数目 


2， 确 定 独 立 的 结 点 线 位 移 数目 

在 确定 独立 的 结 点 线 位 移 数目 时 假定 : 弯 杆 忽略 其 轴 向 变形 和 剪 切 变形 ， 弯 曲 变形 也 
是 微小 的 。 这 样 ， 受 弯 直 杆 变 形 前 后 两 端 之 间距 离 不 变 。 于 是 可 用 附加 链 杆 法 确定 独立 的 
结 点 线 位 移 数目 : 把 原 结构 的 所 有 刚 结 点 和 固定 支 座 均 改 为 铵 接 ， 从 而 得 到 一 个 相应 的 铵 
接 体系 。 若 此 铵 接 体系 为 几何 不 变 ， 则 可 推 知 原 结构 所 有 结 点 均 无 线 位 移 。 若 相应 的 铵 接 
体系 是 几何 可 变 或 瞬 变 的 ， 那么 ,看 最 少 需 要 添加 几 根 支 座 链 杆 才能 保证 其 几何 不 变 ， 则 
所 需 添加 的 最 少 支 座 逛 杆 数目 就 是 原 结构 独立 的 结 点 线 位移 数 目 。 

如 图 6.7(a) 所 示 刚 架 ， 其 相应 铵 结 体系 如 图 6.7(b) 所 示 , 它 是 几何 可 变 的 ， 必 须 在 
某 结 点 处 增添 1 根 非 竖 向 的 支 座 链 杆 (如 虚线 所 示 ) 才 能 成 为 几何 不 变 的 ， 故 知 原 结 构 独 立 
的 结 点 线 位 移 数目 为 1 。 

又 如 图 6. 8(a) 所 示 刚 架 ， 其 结 点 角 位 移 数目 为 4( 注 意 其 中 结 点 2 也 是 刚 结 点 ， 即 杆 
件 6-2 与 3-2 在 该 处 刚 结 )， 结 点 线 位 移 数目 为 2， 一 共有 6 个 基本 未 知 量 。 加 上 4 个 刚 
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臂 和 2 根 支 座 链 杆 后 ， 可 得 到 基本 结构 如 图 6. 8(b) 所 示 。 








图 6.8 刚 架 
需要 注意 的 是 ， 上 述 确定 独立 的 结 点 线 位 移 数目 的 方法 ， 时 以 受 杰 直 杆 变形 后 两 册 距 
离 不 变 的 假设 为 依据 的 。 对 于 需要 考虑 轴 向 变形 的 链 杆 或 对 于 受灾 遇 杆 ， 则 其 两 端 距离 不 
能 看 作 不 变 。 因 此 图 6. 9(a) 、(b) 所 示 结 构 ， 其 独立 的 结 点 线 位 移 数目 应 为 2 而 不 是 1 
1 








"NY j > | 
-图 6.9 考虑 轴 向 变形 的 链 杆 和 最 杆 

< Wx S 

【 例 6-1] 确定 图 6.10 (a) 所 示 结 构 用 位 移 法 计算 时 的 基本 未 知 量 。 


aee YN 
<< g 





EA>% 





(a) 原 结构 (b) 替代 结构 (c) BLEA 
图 6.10 例 6-1 图 


【 解 】 (1) 确定 独立 的 结 点 角 位 移 : 由 于 GK 部 分 的 剪 力 和 弯 矩 可 以 通过 静 力 平衡 条 
件 求 出 ， 可 以 将 GK 从 原 结构 中 拿 掉 ， 即 用 图 6. 10(b) 代 替 原 结构 ， 这样 ，G 点 的 转角 位 
移 就 不 用 作为 位 移 法 的 基本 未 知 量 了 。 对 图 6. 10(b) 所 示 结 构 来 说 ， 刚 结 点 和 组 合 刚 结 点 
RAH., 故 独立 结 点 角 位 移 有 1 个 ， 即 结 点 H 角 位 移 A, 。 

(2) 确定 独立 的 结 点 线 位 移 : 将 图 6. 10(b) 结 构 中 所 有 刚 结 点 (包括 组 合 结 点 ) 改 为 铵 
结 点 ， 所 有 固定 支 座 改 为 固定 铵 支 座 ， 可 得 铵 化 后 的 体系 如 图 6. 10(c) 所 示 。 经 几何 组 成 
分 析 ， 可 知 需 在 结 点 B、G 增加 水 平 链 杆 方 能 变 为 几何 不 变 体系 ， 因 此 ， 本 结构 中 作为 位 
移 法 基本 未 知 量 的 独立 的 结 点 线 位 移 有 2 个 。 用 位 移 法 计算 时 ， 基 本 未 知 量 只 有 1 个 结 点 
角 位 移 和 2 个 线 位 移 。 
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| 6. 3 位 移 法 的 典型 方程 及 计算 步骤 


图 6.11(a) 所 示 刚 架 有 一 个 独立 的 结 点 角 位 移 A. 和 一 个 独立 的 结 点 线 位 移 A, (以 下 将 
p. S 等 量 统一 用 广义 坐标 A 标示 )， 共 两 个 基本 未 知 量 。 在 结 点 1 处 加 一 刚 臂 ， 在 结 点 2 
(也 可 以 在 结 点 1 处 ) 加 一 水 平 支承 链 杆 ， 便 得 到 基本 结构 。 基 本 结构 在 结 点 位 移 A! A 
和 荷载 F, 的 共同 作用 下 , 刚 辟 上 的 附加 反 力矩 R 和 和 链 杆 上 的 附加 反 力 R. 都 应 等 于 零 
(以 下 将 M. F 等 量 统一 用 广义 力 R ERR). WA A, A 和 荷载 F, 所 引起 的 刚 臂 上 的 反 
力矩 分 别 为 Ri 、Re 和 Rnr， 所 引起 的 链 杆 上 的 反 力 分 别 为 Ra 、R> 和 Rom， 如 图 6.11 
(c) 一 (e) 所 示 ， 则 根据 县 加 原理 ， 上 述 条 件 可 写 为 y 
R,=Rn +R +R N 

“ (6-5) 
R: 一 Ra 十 Ra 十 Ra LAN 








I- = 














图 6.11 位 移 法 计算 步骤 


式 中 Ri 的 两 个 下 标的 含义 与 以 前 相似 。 即 第 一 个 表示 该 反 力 所 属 的 附加 联系 ， 第 二 
个 表示 引起 该 反 力 的 原因 。 再 以 mh 、r1s 分 别 表示 由 单位 位 移 A, 二 1 和 A; 二 1 所 引起 的 刚 
辟 上 的 反 力矩 ， 以 r22、rz 分 别 表示 由 单位 位 移 Ai 二 1 和 A; =1 所 引起 的 链 杆 上 的 反 力 ， 
则 上 式 可 写 为 
ruAi 二 risA;s 十 Rip= 二 0 
raâı +r: +R =0 
这 就 是 求解 A1 A 的 方程 ， 称 为 位 移 法 基本 方程 ， 又 称 位 移 法 典型 方程 。 它 的 物理 意义 
是 : 基本 结构 在 荷载 等 外 因 和 各 结 点 位 移 的 共同 作用 下 ,每 一 个 附加 联系 中 的 附加 反 力 矩 
或 附加 反 力 都 应 等 于 零 。 因 此 ， 它 实质 上 是 反映 原 结构 的 静 力 平衡 条 件 。 
对 于 具有 个 独立 结 点 位 移 的 刚 架 。 相 应 地 在 基本 结构 中 需 加 入 个 附加 联系 ， 根 








(6-6) 
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据 每 个 附加 联系 的 附加 反 力 矩 或 附加 反 力 均 应 为 零 的 平衡 条 件 ， 同 样 可 建立 ”个 方程 
如 下 : 








rnAi 十 ras 十 …… 十 ra 十 Rn 一 0 
raAl+ "十 Rp=0 

(6-7) 
rmAi 十 rnzAs* 十 … 十 rmA, 十 Re 一 0 














在 上 述 典 型 方程 中 ， 主 斜 线 上 的 系数 r 称 为 主 系 数 或 主 反 力 ， 其 他 系数 ry 称 为 副 系 
数 或 副 反 力 ，Ranm 称 为 自由 项 。 系 数 和 自由 项 的 符号 规定 是 : 以 与 该 附加 联系 所 设 位 移 方 
向 一 致 者 为 正 。 主 反 力 ra 的 方向 总 与 所 设 位 移 A; 的 方向 一 致 ， 故 恒 为 正 ， 且 不 会 为 零 ; 
副 系 数 和 自由 项 则 可 能 为 正 、 负 或 零 。 此 外 ， ` 4 主 斜 线 两 边 处 于 对 
称 位 置 的 两 个 副 系数 ri 与 7 的 数值 是 相等 的 , 即 rj 二 rj;。 y 入 

借助 于 表 6 -1， 可 绘 出 基本 结构 在 A 二 1、A, 一 1 URW REI F NGAM, M M: 
和 Ms 图 ， 分 别 如 图 6.12(a) 、(b) 和 (c) 所 示 。 然 然后 申 平衡 条 件 可 求 出 各 系数 和 自由 项 


A=1 
ai IPA 2 























27 
| 3353Frl 





(a) 加 图 


nm m < fo 
A ACD — 
“rab 
— É: 8 
N (e) 系数 和 自由 项 
图 6.12 ”位移 法 分 析 过 程 


系数 和 自由 项 可 分 为 两 类 : 一 类 是 附加 刚 臂 上 的 反 力 矩 ri 、ra 和 Rir， 另 一 类 是 附 
加 链 杆 上 的 反 力 ras roM Ros WMA 6. 12(e) 所 示 。 对 于 刚 臂 上 的 反 力 矩 ， 可 分 别 在 图 
6.13(a) 、(b) 、(c) 中 取 结 点 1 为 隔离 体 ， 由 力矩 平衡 方程 之 M, 一 0 求 出 
6i Fel 
DA AET g 

对 于 附加 链 杆 上 的 反 力 ， 可 以 分 别 在 图 6. 12(a) (b) 、(c) 中 用 截面 割断 两 柱 顶 端 
取 柱 顶端 以 上 横梁 部 分 为 隔离 体 ， 并 由 表 6 - 1 查 出 竖 柱 1-3、2 -4 的 杆 端 前 力 ， 然 后 由 
投影 方程 部 F, 二 0 求 得 











iy= 7 rit 


6i 15i Fp 
7? rz 一 五， 


将 系数 和 自由 项 代入 典型 方程 式 (6 -5)， 可 得 














Ta 
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6 -Fpl 
Ti 一 7A: 十 二 一 0 
二 (6-8) 
6; 15i P 
r iris SE Si 
aa u 9 Est — 22 yd 
MIFA = 2 T 2 一 552 j 


所 得 均 为 正 值 ， 说 明 al. A, 与 所 设 方 向 相同 。 由 县 加 法 可 得 
M=M, 4, +M;4; +M, 





Bln gr a 25 3 Ma 之 值 为 
9 Fpl 6i 22 Fpl? Fpl 183 
552 1 7552 í 8 SR 
其 他 各 杆 端 灾 算 可 同样 算得 ， 结 构 最 终 的 M 图 如 图 6. 12(d) 所 示 。 求 出 M 图 后 ，Fa 
W. Fx 图 即 可 由 平衡 条 件 绘 出 。 对 于 最 后 内 力图 的 校 核 ,《 导 办 法 中 所 述 一 样 。 
由 上 所 述 ， 可 将 位 移 法 的 计算 步骤 归纳 如 下 ， A 
C 确定 原 结构 的 基本 未 知 量 数目 ， 加 入 附加 区 系 而 得 到 基本 结构 : 
(2) 令 各 附加 联系 发 生 与 原 结构 相同 的 结 点 位 移 ， 根 据 基本 结构 在 荷载 等 外 因 和 各 结 
点 位 移 共同 作用 下 ,各 附加 联系 上 的 反 力矩 或 反 力 均 应 等 于 零 的 条 件 ， 建 立 位 移 法 的 典型 
C) 绘 晶 基本 结构 在 各 单位 结 点 位 移 作 用 下 的 杰 垂 国 和 奉 载 作用 下 (或 支 座位 移 、 浊 
Wes k S Jt FP1 ft: HI OSET PRR 各 系数 和 自由 项 ; 
(4) 解 算 典 型 方程 ， 求 出 作为 基本 未 知 量 的 各 结 点 位 移 ; 





M»; =2i X 














(5) 8248002625 EE. x Á 
【 例 6-2] 用 位 效法 计算 图 6. 13(a) RM ， 并 绘制 弯 抢 图。 
2 





ye 
C 
A B 


(a) 原 结构 (b) 基本 结构 








2kN/m 


(中 加 图 (d) MP 图 





(e) M 图 (单位 : kN-m) 
图 6.13 例 6-2 图 


[8] (1) 确定 基本 未 知 量 : 本 题 有 一 个 结 点 角 位 移 A. 作为 基本 未 知 量 。 可 得 
图 6.13(b) 所 示 的 基本 结构 。 
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(2) 建立 位 移 法 典型 方程 : 
ruAit+Rir=0 
O 求 刚度 系数 和 自由 项 : 作 M, 、MY 图 分 别 如 图 6. 13(c)、(d) 所 示 ， 由 平衡 条 件 求 
得 刚度 系数 和 自由 项 为 


























Rip=15—9=6, ru=4i+3i=7i 
(4) 解 方程 求 出 基本 未 知 量 : 


加 
ru 
G) 绘制 M A: 由 M=MiAi 十 Mp， 利用 区 段 琶 加 法 可 得 到 图 6.13(e) 所 示 的 弯 
HE., 
【 例 6-3】 用 位 移 法 作 图 6. 14(a) 所 示 连 续 梁 的 M A. CAEL 为 常数 。 
K N 


Ti 


N A 







x 
10kN/m sOkN J1OkN SS 
7 co 10kN/m A - 


6m 3m |_3m |2m 


(a) 原 结构 


An 
— An 
A BPS; cY D 
(d) Moll i „3 K (e) MP 图 (单位 : kN-m) A (f) MM 图 (单位 : kN-m) 
, 一 图 6.14 Beta m 


RI Q 而 定 基本 末 知 量 ， 本 是 不 央 下 点 ， 因 此 有 角 位 和 A, A, 作为 基本 未 
知 量 。 可 得 图 6:L4Cb) 所 示 的 基本 结构 ， 取 # 一 ETI/6。 
(2) 建立 位 移 法 典型 方程 : 
riA, 十 rizA: 十 Rip 一 0 
人 
(3) 求 刚度 系数 和 自由 项 : 作 M; 、M: 、M 图 分 别 如 图 6.14(c) 、(d) 、(e) 所 示 ， 由 
平衡 条 件 求 得 刚度 系数 和 自由 项 为 
ru =4i+3i=7i, ra=2i, re=2i, rz=4i 
Rip 37. 5 十 45 一 7.5， Rə 20 十 37. 5 一 17.5 
(4) 解 方程 求 出 基本 未 知 量 : 将 以 上 系数 代入 得 
7iA1 十 2iA: 十 7. 5 一 0 









































2iA, 十 4iA: 
解 得 A, 王 5/241， A: 一 一 215/48i。 


(5) fE M 图 : H M=M,A, +M. A; 十 Mi， 利 用 区 段 琶 加 法 可 得 图 6.14(f) 所 示 的 弯 
EA, 
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【 例 6-4】 用 位 移 法 作 图 6. 15(a) 所 示 无 侧 移 刚 架 的 弯 矩 图 。 







2.4kN/m 





(a) 原 结构 
N'n (120) _ _70.26 





(d) M: (e) Me 图 (单位 : RN-m) 六 XA (f) M 图 (单位 : KN-m) 
图 6.15 Hoat N 


【 解 】 (1) 确定 基本 未 知 量 : AAMA., HH MLB A A 作为 基本 未 
知 量 。 可 得 图 6. 15(b) 所 示 的 基本 结构 。 & = ET/15。 
(2) 建立 位 移 法 典型 方程 ; x ç" D x 
V A +riAst Re ? 
x ii 141 Fre? :+ Raw 
O 求 风度 系数 和 自 市 项 ， YEM., M:, Maam s. 1560, (d), (OHR, 由 


平衡 条 件 求 得 刚度 系数 和 自由 项 为 
N Na Tis ra=l.5i Fh=1.5i, re=3i+4i+3i=10i 


Rir=—80, R. =80 
(4) 解 方程 来 出 基本 未 知 量 : 将 以 上 系数 代入 得 
7iA, +1. 514 —80=0 
人 
解 得 A, 王 13. 579/i，A;= 二 一 10. 037/i。 
(5) 作 M 图 : H M=M, A, +M,A,+ My. 可 得 图 6. 15(f) 所 示 的 弯 矩 图 。 
【 例 6-5】 用 位 移 法 作 图 6. 16(a) 所 示 的 刚 架 的 M 图 。 
[@] (1) 确定 基本 未 知 量 : 本题 有 一 个 刚 结 点 ， 有 一 个 转角 位 移 A, ， 铵 化 后 可 知 有 
一 个 独立 线 位 移 A* ， 因 此 选取 A... A 作为 基本 未 知 量 。 可 得 图 6. 16(b) 所 示 的 基本 结 
Ë. $ i=EI/A, 
(2) 建立 位 移 法 典型 方程 : 

















ru4Ai 十 riz4A: 十 Rn 一 
Ai 十 rzA: 十 Ra 一 0 
(3) 求 刚度 系数 和 自由 项 : EM, Ma, Me 图 分 别 如 图 6.16(c)、(d) 、(e) 所 示 ， 由 
平衡 条 件 求 得 刚度 系数 和 自由 项 为 
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4m 4m 








(a) 原 结构 (b) 基本 结构 (c) Mi 
Foce . A 
一 > s 2 
Re 
es ç SN y- 
Foca Fons YA É CN pr 
r KA 
se 















10.04 












5.65 











V 
NO 














ONT 
AD OMA: kN-m) š mç (f) M 图 (单位 : KN-m) 
JJ 立国 516 例 6-5 图 A 
YX vA 个 
XC ra=2it4i 30: 
Z=" Ferre Bp a t= 4 
6 3i 3 
ramo gA A 
PRE E E 2 a 6i/4 E s: 
Ri 一 0， Rer 一 一 8 


(4) 解 方程 求 出 基本 未 知 量 : 将 以 上 系数 代入 得 


giA = =0 
a r 


3i 9i 
-yA +A —8=0 


fI A =32/51i=0.627/i, A:=128/17i=7. 529/i 。 
(5) fE M 图 : 由 M=MiAi 十 MsAs 十 Msp， 可 得 如 图 6. 16(f) 所 示 的 弯 矩 图 。 
【 例 6-6] 用 位 移 法 计算 图 6.17(a) 所 示 的 排 架 ,， EM, Fo 和 Fx 图 。 


【 解 】 (1) 确定 基本 未 知 量 : 本 题 有 一 个 线 位 移 A, 作为 基本 未 知 量 。 可 得 图 6. 17(b) 


所 示 的 基本 结构 ， 令 ;一 ETI/6。 


(2) 建立 位 移 法 典型 方程 : ruAi 十 Rir 一 0 
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20kNm__ E= 












316” 316- 


(c) mea 


\ 
四 内 图 单位 :Nm >, (g) FNË8( fg: KN-m) 





(e) M 图 (单位 :KN:m) ， 
”图 6.17 例 6- sm. 


v< 





oa #:M,. M as 17(c) 、(d) 所 示 ， 由 平衡 条 件 求 




















得 刚度 系数 和 自由 项 为 ⁄ 
Na 人 个， 6 =3i/6 + 
À řu=Faa HFa i i A 
—90 20X6 
Fw 一 Fl 十 Fim 一 一 一 一 一 45 
(4) 解 方程 求 出 基本 未 知 量 
i u 
gâ i 45=0 


解 到 A, 一 270/i。 
(5) 作 M 图 : 由 M= 夺 ,A 十 Me， 利用 区 自生 加 法 可 得 图 6. 17(e) 所 示 的 弯 矩 图 。 根 
据 弯 矩 与 剪 力 之 间 的 关系 以 及 杆 件 平衡 条 件 ， 可 得 图 6.17(f) 、(g) 所 示 的 Fo 和 下 、 图 。 
【 例 6-7】 图 6.18 (a) 所 示 刚 架 的 支 座 A 产生 水 平 位 移 a、 竖 向 位 移 b= 二 4a 及 转角 
9 一 个 ， 试 绘制 弯 矩 图 。 
【 解 】 此 刚 架 的 基本 未 知 量 只 有 结 点 C 的 角 位 移 A, .在 结 点 C 加 一 刚 臂 即 得 到 基本 
结构 ， 如 图 6. 18(b) 所 示 。 
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(a) 原 结构 (b) 基本 体系 





1=1 
人 16ip 





(c) MII 
COUELE 7 图 
根据 基本 结构 在 A, 到 信 祝 的 并 加 有 用 下 ， mnm rün payqa 


[图 6.18(b)], In i 
< ruAi re 





e 2i Ji 图 [图 6. 18(c)] 后 可 求 得 
AS Bo e 


HK 6-17 可 算得 基本 结构 由 于 支 座 A 产生 位 移 时 各 杆 的 固 端 弯 矩 为 


x 
Mac =4X Qi)p— Ê an, a)=20ip 





an 
Ma =2X (2i)p— aD, a) 一 16ip 








Me =b) =12ig 


据 此 可 绘 出 Ms 图， 如 图 6. 18(d) 所 示 ， 并 可 求 得 
R i, =16ig+12ig=28ig 
将 上 述 系数 和 自由 项 代入 典型 方程 得 
11:4, +28ip =0 
28ip 28 


m u” 
刚 架 的 最 后 弯 矩 为 M=M,A 十 Ms、， AEAEE RMA 6.18 (e) 所 示 。 


解 得 A, 王 一 
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_ BU 位 移 法 


| 6.4 直接 由 平衡 条 件 建立 位 移 法 基本 方程 


用 位 移 法 计算 超 静 定 刚 架 时 ， 需 加 入 附加 刚 臂 和 链 杆 以 取得 基本 结构 ， 又 由 附加 刚 辟 
和 链 杆 上 的 总 反 力 或 反 力矩 等 于 零 ( 这 相当 于 又 取消 刚 臂 和 链 杆 ) 的 条 件 建立 位 移 法 的 基本 
方程 ( 即 典型 方程 法 ) 。 而 基本 方程 的 实质 就 是 反映 原 结 构 的 平衡 条 件 ， 因 此 也 可 以 不 通过 
基本 结构 ， 而 直接 由 原 结构 的 平衡 条 件 来 建立 位 移 法 的 基本 方程 ， 称 为 直接 平衡 法 。 现 仍 
以 图 6.19(a) 的 刚 架 为 例 来 说 明 这 一 方法 。 





1 0) (c) 
Hs. 直接 平衡 法 示例 


此 风 架 用 位 移 法 求解 时 有 两 不 让 本 未 知 量 ， 刚 结 点 s Y98040 A, 和 结 点 1、2 的 水 平 位 
移 A,。 根 据 结 点 1 的 力矩 平衡 条 件 习 EM, =0 [图 6, KoT 及 截取 两 柱 项 端 以 上 横梁 部 分 
MW kn y ñi k fh; F,=0 [图 6, 19(e 妆 ”可 写 出 如 下 两 个 方程 : 
EM: =M. AMi =0 (6-9) 
WP EF, SEa tF a =0 (6-10) 
利用 转角 位 移 方程 式 (6 - 1) 、 式 (6 - 3) 及 表 6-1, 并 假设 A, 为 顺 时 针 方 向 ，As 向 
右 ， 可 得 

















6i i 
Ms=4iA! A: + za Me=3i, 
又 由 表 6 -1， 可 得 











6i 12i Fs a 3i 
Fas=— Tht hha: Fou=jrh: 
将 以 上 四 式 代入 式 (6 -8) 及 式 (6 -9) 得 
Fpl 
tia, — “a, 0 
(6-11) 
15 F 
Sia TEA: :一 于 =0 


这 与 典型 方程 式 (6 -7) 完 全 一 样 。 让 只 是 在 处 理 手法 上 稍 有 差别 。 
综 上 所 述 ， 运用 直接 平衡 法 解 题 的 基本 步骤 如 下 : 
(1) 确定 基本 未 知 量 。 
(2) 写 出 各 杆 杆 端 弯 矩 表达 式 。 依 据 转角 位 移 方程 写 出 各 杆 杆 端 弯 矩 表达 式 ， 其 中 杆 
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一 、 
⁄ ` 


sans 


端 弯 矩 查 表 6 -1 得 到 。 

(3) 建立 位 移 法 方程 。 利 用 结 点 或 截面 平衡 条 件 建 立 位 移 法 方程 ， 有 一 个 转角 未 知 量 
就 有 一 个 力矩 平衡 方程 ， 有 一 个 线 位 移 就 需要 一 个 投影 方程 。 

(4) 求 基本 未 知 量 。 解 位 移 法 方程 (或 方程 组 ) 求 出 基本 未 知 量 。 

(5) 绘制 弯 矩 图 。 

【 例 6-8】 试用 直接 平衡 法 计算 图 6.20 ARRIR., HEFER., BA EI 为 常量 。 














Fosa Focp 
BM 
VD 
Me /i — 
(a) 原 结构 (b) 基本 结构 ora AS (d) M 图 (单位 : 921184) 
图 6.20 l6- 图 
Q- 





【 解 】 (1) 确定 基本 未 知 量 本 题 有 一 nee A., 铵 化 后 可 知 有 一 
个 独立 线 位 移 A,， 因 此 选取 A, A, 作为 基本 未 知 是 。 可 得 图 6.20 (b) 所 示 的 基本 结构 。 

(2) 写 出 杆 端 杰 矩 表达 式 。 先 将 原 结构 ， “拆散 "， 进 行 单元 分 析 ， 即 根据 转角 位 移 方 
程 逐 杆 写 出 杆 端 内 力 如 下 : RAN 





O 左 杜 BANNUR UE RD) 9 ` S 
A Yis VX " " 
A, qÑ AA 2 bia 12iA: ql 
Mas =2iA1—6i TX Mm 4A 6 aaa Fa =L 
© 横梁 BC RHB 端 固定 ，C MERIN 2 
NN kd 
NG, M: emai AE, Ma =0 


© 右 柱 CDY 视 为 D 端 固定 ，C WEO 











A, A; 
Me, =0, Mn 一 一 3 7> Fac =3i g 


(3) 建立 位 移 法 方程 。 对 拆散 的 结构 进行 “组 装 ”， 根 据 结 点 平衡 条 件 和 截面 平衡 条 
件 建立 位 移 法 方程 如 下 : 
D 由 平衡 条 件 沁 Ms =0 得 








Msc + Mesa=0 
即 
2 08 
Tidi —74:=0 (a) 
@ 取 横 梁 BC 为 隔离 体 ， 由 截面 平衡 条 件 得 
Fora + Face =0 
即 
6; 15; q 
=S A sor Aea (b) 


156 





(4) 联 立 求解 方程 (a) 和 (b)， 得 基本 未 知 量 为 
G S 7 
A A 
(5) 计算 杆 端 内 力 。 将 A, 和 A 代 回 第 (2) 步 所 列 出 的 各 杆 的 杆 端 弯 矩 表达 式 ， 即 可 
求 得 

















63 ,, T "Q 1 u 28 ， 
Mas ial’ Msa 1849 ° Msc Tga Mpc 1849% 
(6) 作 最 后 弯 矩 图 。 根 据 杆 端 弯 矩 及 受 力 情况 ， 可 得 图 6.20(d) 所 示 的 弯 矩 图 。 
| 6. 5 对 称 性 的 利用 


入 


按照 力 法 计算 超 静 定 结构 时 利用 对 称 性 的 相关 结论 ， ERBEN, 当 对 称 结构 承受 一 
般 非 对 称 荷载 作用 时 ， 可 将 荷载 分 解 为 正 、 反 对 称 的 两 组 ， 分 别 加 于 结构 上 求解 ， 然 后 再 
HAREM, NET 

例如 图 6. 21(a) 所 示 的 对 称 刚 架 ， 在 正 对 称 祷 载 作用 下 只 a 
两 结 点 的 一 对 正 对 称 的 转角 A, [图 6. 21(b)Jy* 同 理 ， 在 反对 称 荷载 作用 下 ,将 只 有 反 
称 的 基本 未 知 量 A， Pá, [GOES 反对 称 的 情况 下 ， 均 可 只 人 
进行 计算 [图 6.21(d)、(e)]。 








"|> 





(d) (e) 
图 6.21 对 称 性 


用 位 移 法 分 析 图 6. 21(d) 所 示 半 刚 架 时 ， 将 遇 到 一 端 固 定 另 一 端 滑 动 的 梁 的 内 力 如 何 
确定 的 问题 。 显 然 ， 这 不 难 用 力 法 求解 ; 但 也 可 以 将 原 两 端 固定 的 梁 在 正 对 称 情况 下 的 内 
力图 作出 ， 然后 截取 其 一 半 即 可 。 例 如 要 作 图 6. 22(a) 所 示 等 截面 梁 A 端 发 生 单位 转角 的 
弯 矩 图 时 ， 可 将 图 6. 22(b) 所 示 刚 度 相同 但 长 为 其 两 售 的 两 端 固定 梁 ， 在 两 端 发 生 正 对 称 
的 单位 转角 时 的 弯 矩 图 作出 ， 这 可 以 用 至 加 法 得 到 ， 如 图 6. 22(c) 所 示 。 然 后 取 其 左 半 ， 
即 为 所 求 一 端 固定 另 一 端 滑动 的 梁 的 弯 和 矩 图 。 此 时 只 需 注 意 ， 此 梁 由 于 比 原 两 端 固定 粱 短 
了 一 半 ， 故 其 相应 的 线 刚度 大 了 1 倍 ， 即 亏 二 2i。 至 于 在 荷载 作用 下 这 种 梁 的 内 力也 可 仿 
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其 有 关 数 据 已 列 入 表 6 -1 的 第 17 一 第 21 栏 中 ， 可 直接 查 用 。 































































































2i 
pa=1 I gel #r=1 “ XC]Àr==.. 
a -4 — a, 
A A A 
h £2 
(a) (b) © 
图 6.22 一 端 固定 另 一 端 滑动 梁 
对 于 图 6. 23(a) 所 示 对 称 刚 架 ， 在 正 、 反 对 称 荷 载 下 ， 用 不 同 的 方法 计算 时 ， 基 本 未 








知 量 数 目 见 表 6 -2 所 列 。 可 以 看 出 ， 正 对 称 时 采用 位 移 法 
































[É 6.23 (b)] 较为 方便 ， 反 
对 称 时 采用 力 法 [图 6.23(c)] 较为 方便 。 CX 
4 >) I 
UAN P x P 
P Ë 一 2 ES 
2 2 
Á 4 L | 
x; 
= q 
SP x, L | 
š; > NVA x 
_ T (b) (c) 
WN > 图 6. 23 > 对 称 刚 架 
表 6-2 基本 未 知 量 数目 比较 
s. | 基本 未 知 量 数目 
à | 位 移 法 | 力 法 
正 对 称 | 3 | Š 
反对 称 | 6 | 3 





【 例 6-9] 试 计算 图 6.24(a) 所 示 弹 性 支承 连续 梁 ， 梁 的 ET 为 常数 ， 弹 性 支 座 刚度 
_ ET 


p= = 

10 ° 

【 解 】 这 是 一 个 对 称 结构 ， 承 受 正 对 称 荷载 ， 取 一 半 结 构 如 图 6. 24(b) 所 示 ，C 处 为 
滑动 支 月 





EE 。 用 位 移 法 求解 时 ,基本 未 知 量 为 结 点 B 的 转角 A, 和 竖 向 位 移 A, ， 基 本 体系 如 
图 6.24(c) 所 示 ， 典 型 方程 为 


riAi 十 rizA:> 十 Rip 王 0 
Pa A, trn RO 
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FE 位 移 法 





El 





sss. 
` 
t| 


EI | 








(b) 半 结 构 
Arl 


l 
A j 


a 


12kN/ı 


k 


(0) 基本 体系 
AEI 






Sa 


(f) rz 计算 图 


(BM 图 


~ 

















y (h) M 图 (单位 : RA 4 
WN >! 
x` 图 6.24 例 6-9 图 
绘 出 基本 结构 的 M Ma, M, R. 分别 如 图 6. 24(d) 、 
一 6EL = El 
F = 10 ° Yiz ra= 100 
12EI , „_12EI , EI _112EI 
rz 10 1000 10 1000 
Ri 一 一 100， Ra 一 一 60 
以 上 各 系数 、 自 由 项 读者 可 自行 校 核 ， 其 中 rz 的 计算 可 参见 图 6. 24(f) 。 
6EI 6EI 
A = 
6EI 112EI 
一 1004, T 1000 476050 
282.7 660. 4 
得 g= 
解 得 A, Er ° A= Fr ° 


H JII: M=M A, +M;A,+ M, 可 绘 


行 完 成 前 力图 及 支 座 反 力 的 计算 。 

















出 最 后 弯 矩 图 ， 如 图 6. 24(h) 所 示 。 


(e) 、(g) 所 示 ， 可 求 得 


代入 典型 方程 得 


读者 可 自 
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本 章 小 结 


本 章 主 要 讲述 位 移 法 的 基本 概念 和 典型 方程 ， 并 利用 位 移 法 对 超 静 定 结构 在 荷载 作用 
下 的 内 力 和 位 移 进行 求解 ， 同 时 利用 对 称 性 对 结构 的 内 力 和 位 移 计 算 进 行 简化 。 

本 章 的 重点 是 用 位 移 法 和 结构 的 对 称 性 对 超 静 定 结构 在 荷载 作用 下 的 内 力 和 位 移 进行 
求解 。 


思 ža 
I X 入 

6. 1 位 移 法 的 基本 思路 是 什么 ， 为 什么 说 位 移 法 是 建 实在 力 法 的 基础 之 上 的 ? 

6.2 位移 法 的 典型 方程 是 平衡 条 件 ， 那 么 在 位 移 法 中 是 否 只 用 平衡 条 件 就 可 以 确定 
基本 未 知 量 从 而 确定 超 静 定 结构 的 内 力 ， 在 位 移 法 让 满足 了 结构 的 位 移 条 件 (包括 支承 条 
件 和 变形 连续 条 件 ) 没 有 ? 在 力 法 中 又 是 怎样 满足 结构 的 位 移 条 件 和 平衡 条 件 的 ? 

6.3 在 什么 条 件 下 独立 的 结 点 线 位 移 数 目 等 于 使 相应 饮 接 体系 成 为 几何 不 变 所 需 湛 
加 的 最 少 链 杆 数 ? A Y 

6.4 JBS DEER EARR 斌 将 二 者 从 基本 未 知 量 、 基 本 结构 、 
基本 体系 、 典 型 方程 的 意义 、 每 一 DREM AMA REENT 全 面 比较 。 

6.5 fW FORV ta HIRIE NO RARAN RA 点 位 移 时 能 否 采 用 刚度 的 相 
对 值 ? — Ww 

6.6 WIEM: rimena iM, RIRI A s JE h 3 8004 JK: 2 
NE, sN 和 

6.7 结 检 对 次 但 荷载 不 对 称 时 ， 可 否 取 一 半 结构 计算 ? 








习 题 
6-1 单项 选择 题 
(1) 位 移 法 的 基本 未 知 量 是 ( J; 
A. 支 座 反 力 B. FFD 35 
C. 独立 的 结 点 位 移 D. 多 余 未 知 力 
(2) 用 位 移 法 计算 图 6. 25 所 示 结 构 ， 最 少 未 知 量 数目 为 ( Js 
A. 1 É. 2 Ga D. 5 
Fp 
aom fe =. 
1 A B: B Ë + T Tat 


图 6.25 习题 6-1(2) 图 
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CO e ë x 





(3) 图 6. 26 所 示 结 构 用 位 移 法 计算 时 ， 若 取 结 点 A 的 转角 为 A， 则 ~ 为 ( 
9ET 10EI .LEI TEI 
= Bm CG D. == 

6-2 填空 题 

(1) 图 6. 27 所 示 单 跨 超 静 定 梁 的 固 端 弯 矩 Ma = 








n2 XAN l2 
T Ge 
图 6.26 习题 6-1(3) 图 E AZA 习题 6-2(1) 图 


AS Ë 
(2) 图 6. 28 所 示 结 构 在 位 移 法 方程 中 的 自 由 项 R= 
(3) 图 6. 29 所 示 结 构 在 位 移 法 方程 中 的 系数 = 





q=3kN/m 
10kN-m 





图 6.28 习题 6-2(2) 图 图 6.29 习题 6-2(3) 图 


6-3 确定 图 6. 30 所 示 结 构 位 移 法 基本 未 知 量 数目 ， 并 绘 出 基本 结 


I N dh pn 
To I 


图 6.30 习题 6-3 图 
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N 





























sans 
au 
6-4 用 位 移 法 计算 图 6.31 ARAR. ASER. CAE 为 常数 。 
20kN B 
pe x y 
š YA Ko s (D 
` 图 6.31 习题 6-4 图 
6-5 用 位 移 法 计算 计算 图 6.32 所 示 连 续 梁 绘制 弯 矩 图 。 
6-6 图 6.33 所 示 等 截面 连续 梁 支 座 B 下 沉 20mm， 支 座 C 下 沉 1 2mm, E= 
210GPa，T 王 2X10-m+， 试 作 其 弯 矩 图 。 





100kN 
20kN/m 











STi fiili 


| 8m ene 8i 


6-7 
6=8 
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图 6.32 习题 6-5 图 图 6.33 习题 6-6 图 


用 位 移 法 计算 图 6.34 所 示 结 构 ， 绘 制 弯 和 矩 图 。 已 知 玉 为 常数 。 
利用 对 称 性 ， 作 图 6. 35 所 示 结 构 的 M 图 。 




















20kN/m 


E4== 


EA=œ 


EA=~ 





(a) 


图 6.34 


习题 6 -7 图 














40kN/m 
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ma P: 
渐 进 法 
ass ) 


主要 讲述 结构 定性 分 析 的 两 种 实用 计算 方法 ， 弯 矩 分 配 法 和 无 剪 力 分 配 法 ， 进 而 掌握 超 静 定 结构 受 
力 状态 的 概念 分 析 方 法 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 : 








(1) FEA Y ED Ak y A 
(2) 掌握 无 剪 力 分 配 法 。 ,KC K> 
“SN 
aE) S 


知识 要 点 能 力 要 求 SS. 相关 知识 





— 
D Tawepuaukkhe. die dd 





Y AEA eik T Sa Wasika (2) ik & t. Iit N E; 
C A kada (3) E FD s, KEFENR 
PEG," , = PXI 
无 剪 力 分 配 法 D ARA PD ikan m mi O NARAR: 





(D38359 p 6k r 9 PANI “(2) 传递 系数 


A NS 
use FA” KY p 
Ç 
RAR Ori k k. RIENE, Wisa k. Mon. 


Ds 


力 法 和 位 移 法 都 需要 联 立 求 方程 组 ,在 大 型 结构 计算 时 很 烦琐 。 弯 矩 分 配 法 和 无 剪 力 分 配 法 就 是 如 
开 烦 琐 计 算 的 两 种 常用 渐进 法 。 



















| 7.1 概 ë 


采用 力 法 和 位 移 法 进行 结构 计算 时 ， 一 般 都 需要 建立 和 求解 联 立 方程 组 。 倘 若 基本 未 
知 量 较 多 ， 计 算 工作 量 就 十 分 烦琐 ， 特 别 是 在 电子 计算 机 应 用 普及 之 前 ， 许 多 较 复 杂 的 结 
构 分 析 工作 几乎 是 难以 完成 的 。 为 了 避免 联 立 求解 方程 组 ， 曾 提出 许多 适用 超 静 定 刚 架 分 
析 的 实用 计算 方法 ， 这 些 方法 大 致 可 以 分 为 两 类 : 一 类 是 利用 相关 物理 量 之 间 的 内 在 数学 
关系 ,运用 逐次 计算 通 近 的 方法 求解 ， 称 为 渐进 法 ， 其 中 代表 性 的 有 弯 矩 分 配 法 和 迭代 法 












































MONS N 进 法 





等 。 另 一 类 是 通过 忽略 影响 结构 内 力 的 某 些 次 要 因素 ， 对 计算 模型 采用 物理 近似 ， 从 而 通 
过 简单 但 需 反 复 的 算术 运算 使 解答 达到 任意 要 求 的 精度 ， 其 产生 的 仅 是 截断 误差 ， 而 近似 
的 误差 是 由 计算 模型 的 近似 性 决定 的 ， 因 而 无 法 通过 运算 过 程 来 弥补 ， 但 它 却 避 免 了 反复 
的 数字 运算 过 程 ， 称 为 近似 法 。 在 上 述 渐进 法 和 近似 法 的 基础 上 还 衍生 出 许多 改进 的 计算 
方法 ， 例 如 由 杰 矩 分 配 法 衍生 的 集体 弯 矩 分 配 法 ， 由 剪 力 分 配 法 街 生 的 D 值 法 等 。 所 有 
这 些 方法 可 以 统称 为 实用 计算 方法 ， 而 随 着 计算 机 在 结构 分 析 中 的 广泛 应 用 ， 实 用 计算 方 
法 的 应 用 机 会 已 大 大 减少 了 。 所 以 本 章 只 介绍 弯 矩 分 配 法 和 无 前 力 分 配 法 这 两 种 主要 方 
法 ， 因 为 它们 在 结构 受 力 的 定量 分 析 中 仍 具有 使 用 价值 ， 而 且 其 基本 概念 在 结构 受 力 的 定 
性 分 析 方面 也 具有 重要 作用 。 

弯 矩 分 配 法 主要 适用 于 仅 有 结 点 角 位 移 而 无 结 点 线 位 移 的 超 静 定 梁 和 刚 架 的 计算 。 图 
7. 1(a) 所 示 的 连续 梁 用 位 移 法 求解 时 有 两 个 基本 未 知 量 ， 即 B. C 支 座 处 截面 的 角 位 移 
为 了 加 免 建 立 和 求解 联 立 方程 ， 可 按 如 下 方法 进行 求解 ， 先 在 D. C 两 个 结 点 上 附设 风 
辟 ， 如 图 7. 1 (b) 所 示 ， 此 时 梁 的 弯 矩 图 即位 移 法 中 的 MY 图 和 两 附加 刚 臂 中 的 约束 力气 
可 分 别 记 为 Rr 和 Ros 然后 依次 单个 释放 刚 臂 约束 、 上 时; 附加 刚 臂 中 的 约束 力矩 将 乏 
步 减 少 ， 直 至 这 种 约束 力矩 趋 近 于 零 时 ， 梁 中 的 内 为 世 就 是 近 于 原 连续 梁 的 内 力 。 由 于 是 
单个 释放 刚 璧 约束， 而 且 无 结 点 线 位 移 存 在 ,让 此 引起 的 杆 端 杰 矩 ( 包 括 远 端 弯 矩 ) 均 易 求 
得 。 将 固 端 杰 矩 与 上 述 每 次 释放 刚 臂 约束 引起 的 杆 端 杰 矩 乔 加 ， 即 可 求 得 梁 的 最 终 弯 矩 

































Xo 图 7.1 连续 梁 入 
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法 、 位 移 法 简便 易 行 ， 而 且 其 解答 可 以 达到 任意 要 求 的 精度 。 当 结构 具有 一 个 结 点 角 位 移 
未 知 量 时 ， 经 一 次 弯 矩 分 配 即 可 获得 精确 解 ; 当 有 多 个 角 位 移 未 知 量 时 ， 一 般 经 过 不 多 的 
若干 轮 渐 进 运算 ， 便 可 以 达到 满足 工程 应 用 的 精度 要 求 。 


7.2.1 基本 概念 





设 有 图 7. 2 所 示 由 等 截面 杆 组 成 的 刚 架 ， 当 用 位 移 法 计算 时 ， 只 有 刚 接点 A 的 角 位 移 
一 个 基本 未 知 量 。 假 设 先 用 附加 刚 臂 约束 刚 结 点 的 角 位 移 ， 则 可 得 到 固 端 弯 矩 如 图 7. 2 
(b) 所 示 。 此 时 ， 刚 结 点 处 的 各 杆 端 弯 矩 之 间 通 常 是 不 平衡 的 ,其 差 值 称 为 不 平衡 力矩 ， 
并 由 此 形成 了 附加 刚 臂 中 的 约束 力矩 。 若 将 该 约束 力矩 如 图 7.2(c) 所 示 反 向 ( 改 号 ) 施 加 于 
结 点 A， 则 (Cb)、(c) 两 图 到 加 后 即 为 原 结构 的 受 力 状态 。 图 7.2(b) 即 为 位 移 法 中 的 Mn 
图 ,图 7.2(c) 中 的 弯 矩 图 也 已 在 位 移 法 中 熟知 。 因 此 .求解 的 关键 问题 是 : 刚 结 点 处 作用 
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CN 区、 
假设 结 点 A 发 生 单位 顺 时 针 转 角 。 由 位 移 法 可 知 刚 架 的 弯 矩 图 如 图 7.2(d) 所 示 。 根 











图 7.3 杆 端 转动 刚度 
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据 线 弹性 结构 的 又 加 原理 ， 结 构 的 内 力 与 
荷载 之 间 存 在 线性 关系 ， 因 此 无 论 作 用 于 


二 出 结 点 处 的 集中 力矩 数值 如 何 ， 各 杆 弯 矩 
:之 间 的 比值 将 保持 不 变 。 于 是 就 可 以 借助 


于 图 7.2(d) 的 杆 端 弯 矩 分 配 比值 ， 求 得 图 
7.2(c) 中 A 结 点 处 的 各 杆 端 弯 矩 ， 并 可 进 
而 确定 各 杆 件 的 远 端 弯 矩 。 然 后 将 图 7.2 
(b) 、(c) 的 弯 窃 图 三 加 ， 就 可 以 得 到 图 7.2 
Ce) 所 示 的 刚 架 最 终 弯 矩 图 。 

在 弯 算 分配 法 中 ， 把 使 杆 端 产 生 单位 
转角 所 需要 施加 的 力矩 ， 称 为 杆 件 的 杆 端 
转动 刚度 ,以 S 表示 ; 将 在 杆 端 施加 力矩 
后 ， 远 端 弯 矩 与 近 端 弯 矩 的 比值 称 为 杆 件 
的 弯 矩 传递 系数 ,以 C 表示 。 应 用 位 移 法 
可 以 得 到 上 述 杆 端 转动 刚度 和 弯 矩 传递 系 
数 ， 分 别 如 图 7.3 所 示 和 表 7 -1 所 列 ， 其 


中 ;一生 为 杆 件 的 弯曲 线 刚 度 。 杆 端 弯 矩 的 


正 向 规定 与 位 移 法 相同 ， 即 以 顺 时 针 方 向 
为 正 ， 反 之 为 负 。 














7B 渐进 法 





表 7-1 等 截面 直 杆 的 转动 刚度 和 传递 系数 

















远 端 支承 情况 转动 刚度 S 传递 系数 C 
固定 4i 2i 
L 23 3i 0 
滑动 i —1 
自由 或 轴 向 支 杆 0 








若 如 图 7.2(a) 所 示 有 数 个 杆 件 与 同一 结 点 A 刚性 连接 ， 当 刚 结 点 上 有 外 力矩 M 作用 
时 [图 7.2(c)]， 各 近 端 弯 矩 Mw 可 以 表达 为 一 个 固定 的 系数 ww 与 M 的 乘积 ， 即 有 
Ma =paM (= 
式 中 : M. MON yB y i; j 为 杆 件 远 端 的 代号 ; ww 为 弯 矩 分 表示 了 某 一 分 配 弯 
矩 所 占 的 比重 ， 其 数值 与 外 力矩 M 的 大 小 无 关 。 由 图 7. KAN 结 点 的 力矩 平衡 条 件 
可 知 


“= 538 A N (7-2) 


式 中 ，Sw 表 示 某 一 杆 件 Ai 在 A 端 Wear, Ysamantaa manan. 
由 式 (7 -2) 可 以 看 出 ， 同 于 点 处 和 证 的 分 本 条 数 之 和 等 1, 即 有 


1 X > Epy =l x X\ 
对 于 任 一 杆 件 Aj ， 全 人 二 
í M. 
, |! A 
Za x M, (7-3) 
于 是 有 w y! < 
` MA 一 CwMw (7-4) 


式 中 ，MA 称 为 传递 弯 矩 ， 表 示 由 近 端 弯 矩 所 引起 的 远 端 弯 矩 。 
【 例 7-1】 试 作 图 7.4(a) 所 示 刚 架 的 弯 矩 图 。 











EI j 
【 解 】 (1) 计算 各 杆 端 分 配 系 数 。 令 ias 一 ic 一 4 一 1， 则 inp 一 2。 由 式 (7 -2) 得 
4X1 
pas = gxia xit O 45 
ae =0. 333 
Han =0. 222 
(2) 计算 固 端 弯 矩 。 据 表 7 -1 可 得 
x 
Mi =— 3204 =—40(kN + m) 
x4 
Mu = =40(kN + m) 
3X50X4 
Mi=- =—75(kN * m) 
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sung 
*— 
SOkN 
30kN/m 
r D 
s EI 2EI 六 
EI 3 
E 
(a) 原 结构 (c) NM 图 (单位 :kNm) 
A 
f 端 AB AC AD 
B Š 
0 AEE +40 
masg o <5 ARSE +15.5 S 
2 RASE +55.5 a 
, > 
<S 
X 和 
i 
v Ó YXA 
ab: = x 
k (b) 计算 图 (单位 Nm) 
Ç X. N 
Ë ATs : 例 7-1 图 
< 
从 
F 50X4 
MA 一 一 一 9 一 一 25(kN， m) 


G) 进行 力矩 的 分 配 和 传递 。 结 点 A 的 不 平衡 力矩 为 了 >M% 二 40 一 75 二 一 35(kN * m), 
将 其 反 号 乘 以 分 配 系 数 即 可 得 到 各 近 端 的 分 配 弯 和 矩 ， 再 乘 以 传递 系数 即 可 得 到 各 远 端 的 传 
递 弯 矩 。 在 力矩 分 配 法 中 ， 为 了 使 计算 过 程 的 表达 更 加 紧凑 、 直 观 ， 避 免 罗列 大 量 算式 ， 
整个 计算 可 直接 在 图 上 书写 (或 列表 计算 )， 如 图 7. 4(b) 所 示 。 

(4) 计算 杆 端 最 终 弯 矩 。 将 固 端 弯 矩 和 分 配 弯 和 矩 、 传 递 弯 矩 琶 加 ， 便 得 到 各 杆 端的 最 
终 弯 矩 ， 据 此 即 可 绘 出 刚 架 的 弯 和 矩 图 ， 如 图 7. 4(c) 所 示 。 


7.2.2 ” 弯 矩 分 配 法 基本 原理 和 应 用 


一 般 的 连续 梁 或 刚 架 结 点 角 位 移 未 知 量 的 数目 有 多 个 。 现 结合 图 7. 5(a) 所 示 刚 架 ， 说 
明 弯 矩 分 配 法 的 基本 原理 。 此 刚 架 可 以 是 由 三 跨 对 称 刚 架 在 利用 对 称 性 后 得 到 的 计算 简 
图 ， 它 有 两 个 结 点 角 位 移 未 知 量 而 无 结 点 线 位 移 未 知 量 。 

按照 弯 矩 分 配 法 的 基本 思路 ， 先 用 附加 刚 臂 约束 C. D 结 点 的 角 位 移 ， 可 得 到 固 端 弯 
和 抢 图 如 图 7. 5(b) 所 示 ， 此 时 不 平衡 弯 矩 是 由 附加 刚 臂 承受 :然后 依次 单个 释放 刚 臂 约束 ， 
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87 3 t 法 





使 当前 结 点 的 杆 端 弯 矩 达到 短暂 的 平衡 ， 同 时 计算 出 各 杆 端 弯 矩 的 修正 值 。 如 此 反复 循 
环 ， 使 结 点 上 的 不 平衡 弯 卸 充分 减少 ， 则 杆 端 弯 矩 也 就 趋 近 于 精确 值 。 前 已 述 及 ， 在 弯 矩 
分 配 法 中 杆 端 弯 矩 的 正 号 方向 与 在 位 移 法 中 相同 ， 即 以 顺 时 针 方向 为 正 ， 反 之 为 负 。 














30kN/m 
a pa 


































š £ 
A 
不 óm 4m 中 
(a) 原 结构 (b) Ar 图 (单位 :Nm 
K AN 
, “ON 
AAA "Ñ 
CA cp DC DB DE 
1⁄2 | 1⁄2 ] [i [38 | vs E P 39. 
c -90.0 90.0 D| -160.0 -80.0 EP-A 
一 | 450 450— 225 AN 
11.88 <— 23.75 5.94 一 -5.94 x x 
H| -5.94 -5.94 = -2.97 P 2, > 
39.06 -39.06 149 11| 037 Da N 
Y | 4C 134.77 ` N — 
` N 
225 x. N sss 
-2.97 XS SXI 
4| 25 A P 
= k xA Š 
(e) 计算 图 (间作 skNm) 人 (d) M 图 (单位 :kN:m) 


a 图 7.5 TEANA 本 思路 
为 了 计算 蕉 个 释放 刚 避 约束 时 引起 的 分 配 栖 逢 和 传 北条 是 ， 先 需 计算 杆 端 弯 和 矩 的 分 配 
系数 。 对 于 结 点 C 有 
Sca=4di, Sewm=4i 
按 式 (7 -2) 得 
4i 











4i 
> =i m .5 
pangya > Kopya O 
对 于 结 点 D 有 
Sps=3i, Spc=4i, Spe=i 
则 可 得 
2)S=3i+4i+i=8i 
5 
于 是 可 得 
3i 4i i 
pp 一 下 一 0.375， pe 一 下 一 0.5， Hoe 一 页 一 0. 125 


弯 和 矩 分 配 法 的 求解 过 程 采 用 图 7. 5(c) 所 示 的 图 表 形 式 ， 先 将 以 上 固 端 弯 矩 和 分 配 系数 
填写 在 图 中 的 相应 位 置 。 单 个 放松 刚 璧 约束 可 以 从 不 平衡 力矩 相对 较 大 的 C 结 点 开始 。 所 
谓 放 松 刚 辟 约束， 实际 上 就 是 将 约束 力矩 反 向 施加 于 同一 结 点 ， 即 在 C 结 点 上 作 90kN ° m 
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1 
sans 


NN 


的 顺 时 针 方向 力矩 ， 将 该 力矩 乘 以 各 弯 矩 分 配 系 数 ， 即 得 到 分 配 弯 矩 Mca — Meo = 0. 5 X 
90 二 45(kN，。m)， 并 按照 0. 5 的 传递 系数 得 到 远 端 弯 矩 为 Mpe =M ac 三 22.5kN“。m， 如 
图 7.5(c) 所 示 。 数 字 下 加 一 短 画 线 ， 表 示 此 时 结 点 C 的 杆 端 弯 矩 暂时 达到 平衡 。 

在 放松 结 点 C 时 由 于 传递 弯 矩 的 影响 ，D 结 点 上 附加 刚 壁 的 约束 力矩 将 发 生变 化 ， 
使 下 一 步 单 独 放松 D 结 点 时 仅 需 作用 顺 时 针 方 向 力矩 47. 5kN“。m。 将 此 时 力矩 乘 以 各 弯 
和 矩 分 配 系数 ， 得 到 分 配 弯 矩 Mpe =23.75kN * m, Mps =17. 81kN * m, Mpe = 5. 94kN ° 
m， 并 可 进而 求 得 传递 弯 矩 Meo = 11. 88kN * m, Mep 一 一 5.94kN“。m， 如 图 7. 5C 所 
示 。 此 时 ，D 结 点 处 的 杆 端 弯 矩 暂时 达到 平衡 。 

在 以 上 “ 锁 C 松 D” 的 过 程 中 ， 因 DD 结 点 转动 引起 的 传递 弯 矩 又 会 使 原先 已 达到 平 
衡 的 C 结 点 处 产生 新 的 不 平衡 力矩 ， 所 以 需要 进行 新 一 轮 的 “ 锁 D 松 C” 和 “ 锁 C 松 D” 
的 运算 。 由 图 7.5(c) 中 可 以 看 出 ， 经 过 两 轮 运算 ， 新 的 分 配 弯 矩 已 经 很 小 ， 其 传递 弯 矩 不 
足 原 固 端 弯 矩 值 的 1 中 ,因此 可 以 不 再 传递 。 将 每 一 杆 端的 固 端 和 矩 、 分 配 弯 矩 和 传递 
弯 矩 释 加 ， 结 果 示 于 图 7.5(c) 中 的 双 画 线 之 上 ， 这 些 数 就 是 征订 矩 的 最 终 值 。 由 此 可 
以 作出 刚 架 的 弯 算 图 ， 如 图 7.5(d) 所 示 。 x 

【 例 7-2】 试用 弯 矩 分 配 法 计算 图 T swak W, RRS ER, 

30kN 30kN 40kKNA > ` 10kN 
IXA 





























































ZA E 
h2 stan SB : EN 
m m m m m $ 2m 
Y, omst V > 
A KAA ° 
截面 AB. BA | BC sx e [ep DC|DE ED 
ANR _ oa fo% N> 05|05 
wasita -40 40-207 20 |-26 20|-2 0 
> 
/ 4 — -|-2 6 
3 — s — ° 
分 配 与 传递 “|-06 一 _-L2|-18 一 -09 
02 — 04|o4 — 0 
-0.05 — 20.09 | 0.13 — 006 
2.03 | 0.03 
RASE |4465 3071|-3071 19.52| -19.52 20|-20 0 
(b) 计算 图 表 ( 单 位 :Nm) 
MSR 20 
60 60 40 36 




















(c) MM 图 (单位 :kN-m) 
图 7.6 例 7-2 图 
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COREE 





【 解 】 此 连续 梁 用 位 移 法 求解 时 有 两 个 基本 未 知 量 ， 即 B. C 两 结 点 的 角 位 移 。 这 
样 ， 在 用 弯 矩 分 配 法 计算 时 ， 也 只 需要 相应 设置 两 个 刚 臂 约 束 。 
各 杆 转动 刚度 易 求 得 ， B. C 结 点 处 的 弯 矩 分 配 系数 可 按 式 (7 -2) 计 算 如 下 : 

















HBa =0.4 Hec 0.6 
“Bs “Bs 
B E 
Scs Sco 
m. =0.5, pep 0.5 
cB >s cp >s 


以 上 结果 列 于 图 7.6(b) 中 数据 第 一 栏 。 
各 固 端 弯 矩 的 计算 与 位 移 法 中 相同 ， 列 于 图 7. 6(b) 中 数据 第 二 栏 。 注 意 固 端 弯 矩 
Mi J: H CD 跨 上 的 均 布 荷载 和 悬臂 段 上 集中 荷载 产生 的 固 端 普 算 着 加 得 到 的 ， 即 














26kN“，m 





二 (一 工 X8X6: 十 工 c2 TRNA 

MD5=[ 可 X8X6 dx 10x2 jer 

以 下 可 由 不 平衡 力矩 较 大 的 B 结 点 开始 轮流 单 企 放松 结 点 ， 索 矩 的 分 配 与 传递 过 程 

详 见 图 7.6(b) 中 所 示 。 将 各 列 杆 端 弯 算 乔 加 质 得 到 梁 的 最 终 弯 矩 ， 据 此 可 作出 图 7. 6(c) 
RRS ER, Ce R? 





NAN 


上 7. 3 无 药力 分 配 法 - 


vx 





无 剪 力 分 配 法 是 计算 符 否 某 些 特定 条 件 的 在 侧 移 刚 架 的 一 种 方法 。 
本 节 以 单 跨 对 称 刚 架 在 反对 称 荷载 作用 下 的 半 刚 架 为 例 来 说 明 这 种 
方法 。 和 人 j> 
单 跨 对 称 刚 架 是 工程 中 所 常见 的 ， 例 如 刚 架 式 桥墩 (图 7. 7) 、 渡 槽 
或 管道 的 支架 ,以 及 单 跨 厂房 等 ， 对 于 图 7. 8 所 示 单 跨 对 称 刚 架 ， 可 
将 其 荷载 分 为 正 、 反 对 称 两 组 。 正 对 称 时 [图 7.8(b)] 结 点 只 有 转角 ， 
没有 侧 移 。 故 可 用 前 述 一 般 力矩 分 配 法 计算 , 不 需 再 讲 ; 反对 称 时 
[图 7.8(c)] 则 结 点 除 转角 外 ， 还 有 侧 移 ， 此 时 可 采用 下 面 的 无 剪 力 分 
配 法 来 计算 。 图 7.7 刚 架 式 桥墩 








24 |1 I~- = 








(a) (b) © 
图 7.8 单 跨 对 称 刚 架 
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取 反 对 称 时 的 半 刚 架 如 图 7. 9(a) 所 示 ，C 处 为 一 竖 向 链 杆 支 座 。 此 半 刚 架 的 变形 和 受 
力 有 如 下 特点 : 横梁 BC 虽 有 水 平 位 移 但 两 端 并 无 相对 线 位 移 ， 这 称 为 无 侧 移 杆 件 ， 竖 柱 
AB 两 端 虽 有 相对 侧 移 ,但 由 于 支 座 C 处 无 水 平反 力 ， 故 AB 柱 的 剪 力 是 静 定 的 ， 这 称 为 
剪 力 静 定 杆 件 。 计 算 此 半 刚 架 时 ， 仍 与 力矩 分 配 法 一 样 分 为 两 步骤 考虑 : 








外 
了 
MA 
Sq 
14 


(g) 





O 国定 结 点 。 只 加 刚 尽 阻止 结 点 B 09463; Jü REFE BLEI REIS MA 7.9 
(b) 所 示 。 这 样 ， 柱 AD 的 上 端 虽 不 能 转动 但 仍 可 站 南 地 水 平滑 行 ， 故 相当 于 下 端 国定 上 





结 点 B 的 不 平衡 力 算 暂时 由 出 尽 承受 。 注 意 此 时 杜 B 的 前 力 仍然 是 静 定 的 ， 其 两 端 前 
力 为 e VA 
A _ Fom =% Row =q (7-6) 
MARKEA h EN PRD Jr. 一 一 
(2) 放松 结 点 3 为 了 消除 刚 辟 上 的 不 平衡 力矩 ， 现 在 来 放松 结 点 ， 进 行 力矩 的 分 配 和 


















































传递 。 此 时 ， 结 点 B 不 仅 转动 A 角 ， 同 时 也 发 生 水 平 位 移 ， 如 图 7.9(d) 所 示 。 由 于 柱 
Ee AB 为 下 端 固定 上 端 滑动 ， 当 上 端 转动 时 柱 的 剪 力 为 零 ， 因 而 
m o 处 于 纯 普 曲 受 力 状态 ， 如 图 7.9(e) 所 示 ， 这 实际 上 与 上 端 因 

定 下 端 滑动 而 上 端 转动 同样 角度 时 的 受 力 和 变形 状态 
“w -等 ”” [图 7.9(D] 完全 相同 ， 故 可 推 知 其 转动 刚度 应 为 i， 而 传递 
2 配 4È) + 对 系数 为 一 1。 于 是 ， 结 点 B 的 分 配 系数 为 
3 3 i 3X2i 
M -1 + 二 Pia EET T Hse ass ; geao 
其 余 计 算 如 图 7.10 所 示 ， 无须 详 述 。M 图 如 图 7.9(g) 
m -È 所 示 。 

o af 由 以 上 分 析 可 见 ， 在 固定 结 点 时 柱 AB 的 剪 力 是 静 定 的 ; 
P e 在 放松 结 点 时 ， 柱 B 端 得 到 的 分 配 楚 矩 将 乘 以 一 1 的 传递 系数 
x HE 传 到 A W BESA AB 杆 全 长 均 为 常数 而 前 力 为 零 。 这 

1 





样 ， 在 力矩 的 分 配 和 传递 过 程 中 ， 柱 中 原 有 剪 力 将 保持 不 变 而 
图 7.10 无 剪 力 分 配 法 。 不 增加 新 的 剪 力 ， 故 这 种 方法 称 为 无 剪 力 力矩 分 配 法 ,简称 无 


172 


CEEE 





前 力 分 配 法 。 

以 上 方法 可 以 推广 到 多 层 的 情况 。 如 图 7. 11(a) 所 示 刚 架 , 各 横梁 均 为 无 侧 移 杆 ， 各 
坚 柱 则 均 为 剪 力 静 定 杆 。 固 定 结 点 时 我 们 仍 只 加 刚 臂 阻止 各 结 点 的 转动 ， 而 并 不 阻止 其 线 
位 移 ， 如 图 7.11(b) 所 示 。 此 时 ,各 层 柱 子 两 端 均 无 转角 ， 但 有 侧 移 。 考 察 其 中 任 一 层 柱 
子 例如 BC 两 端的 相对 侧 移 时 ， 可 将 其 下 端 看 作 是 不 动 的 、 上 端 看 作 是 滑动 的 ， 但 由 平衡 
条 件 可 知 ， 其 上 端的 剪 力 值 为 Focs 二 2ql [图 7.11(c)]。 由 此 可 知 ， 不 论 刚 架 有 多 少 层 ， 
每 一 层 的 柱子 均 可 视 为 上 端 滑动 下 端 固定 的 梁 ， 而 除了 柱 身 承受 本 层 荷 载 外 ， 柱 顶 处 还 承 
受 前 力 ， 其 值 等 于 柱 顶 以 上 各 层 所 有 水 平 荷载 的 代数 和 。 这 样 ， 便 可 根据 表 6 -1 算出 各 
层 竖 柱 的 固 端 弯 矩 ， 然 后 将 各 结 点 轮流 地 放松 ,进行 力 矩 的 分 配 、 传 递 。 图 7.11(d) 所 示 
为 放松 某 一 结 点 C 的 情形 ， 这 相当 于 将 该 结 点 上 的 不 平衡 力矩 反 号 作为 力 偶 荷载 施加 于 该 
结 点 。 此 时 结 点 C 不 仅 转动 某 一 角度 pc ， 同 时 BC. CD 两 柱 还 将 产生 相对 侧 移 ， 但 由 平 
衡 条 件 知 两 柱 剪 力 均 为 零 ， 处 于 纯 弯 曲 受 力 状 态 [与 图 7.9(f0) 相 同 ]， 因而 计算 时 各 柱 的 
转动 刚度 应 取 各 自 的 线 刚度 让， 而 传递 系数 为 一 1( 指 等 截面 杆 )、 值得 指出 ， 此 时 只 有 汇 交 
于 结 点 C 的 各 杆 才 产 生变 形 加 受 力 ; B 以 下 各 层 无 任何 位 移 ， 故 不 受 力 ; D 以 上 各 层 则 
随 着 D 点 一 起 发 生 水 平 位 移 ， 但 其 各 杆 两 端 并 无 相对 个 移 、 故 仍 不 受 力 ; 因此 ， 放 松 结 点 
C 时 ,力矩 的 分 配 、 传 递 将 只 在 CB. CF. CD 壮丁 范围 内 进行 。 放 松 其 他 结 点 时 情况 
似 。 力 矩 分 配 、 传 递 的 具体 计算 步骤 与 一 般 力 算 分 配 法 相同 ， 无 须 效 述 。 
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(a) (c) 


图 7.11 多 层 刚 架 


用 无 剪 力 分 配 法 计算 有 侧 移 刚 架 。 由 于 采取 了 只 控制 结 点 转动 而 任 其 侧 移 的 特殊 措 
施 ， 使 得 其 计算 过 程 和 普通 力矩 分 配 法 一 样 简便 。 但 须 注意 ,无 剪 力 分 配 法 只 适用 于 一 些 
特殊 的 有 侧 移 刚 架 ， 这 就 是 : 刚 架 的 一 部 分 杆 件 是 无 侧 移 杆 ， 其 余 杆 件 都 是 剪 力 静 定 杆 。 
例如 立柱 只 有 一 根 而 各 横梁 外 端的 支 杆 均 与 立柱 平行 (图 7. 11) 就 属于 这 种 情况 。 

【 例 7-3】 试用 无 剪 力 分 配 法 计算 图 7.12(a) 所 示 刚 架 。 

【 解 】 计算 分 配 系数 时 ,注意 各 柱 端的 转动 刚度 应 等 于 其 柱 的 线 刚度 。 按 表 6 -1 计 
算 固 端 弯 矩 ， 对 于 AC 柱 可 得 
_10x4_ 


F 一 
MS s 


—5(kN * m) 
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sung 
Ri? 
X10X 
Ma =— 4 
CE 柱 除 受 本 层 荷 载 外 还 受 柱 顶 剪 力 10kN， 故 有 
x x 
ME == OAA OA kN Sin) 
8 2 
me = 3X10X4 10X4_ SAN. m) 
8 2 
EG 柱 则 除 受 本 层 荷载 外 尚 有 柱 项 剪 力 20kN， 故 有 
0x 0X 
Ws = A 
To 
2 
= 20X4_ ssc & 


<N 
其 余 计 算 如 图 7.12(b) 所 示 ，M 图 如 图 7. wo 









-32.2 +63.2 


(c) M 图 (单位 : kN-m) 


(b) 计算 图 (单位 : kNm) 
图 7.12 例 7-3 
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[@] 7-4] WER 7.13 RREO 828 8 rB 025 BR. JRA F 的 竖 向 
位 移 。 














RAG 例 7-4 图 


【 解 】 此 结构 本 身 对 称 于 水 平 名 ， 但 支 座 并 不 对 称 地 1 NB, 为 此 ， 可 设想 将 支 座 去 
掉 而 以 反 力 代替 其 作用 ， 并 将 荷载 和 反 力 均 对 + 轴 分 解 为 正 、 ` 反对 称 的 两 组 ， 这 样 若 略 去 
轴 间 变形 影响 ， 则 正 对 称 时 各 杆 杰 矩 皆 为 零 (只 有 EA, FC. HB 三 杆 受 轴 力 )， 反 对 称 情 
w [图 7， 3(b)] 则 可 用 无 而 力 分 配 法 求解 。 对 雍 说 明 如 下 ， 
图 7. 3(b) 所 示 结 构 虽 无 支 座 ， 但 本 身 元 何 包 变 且 外 力 为 平衡 力 系 ， 故 在 外 力作 用 下 
可 以 维持 平 街 \ 因 而 有 确定 的 内 力 和 变形 : 但 是 其 位 移 却 不 确定 ， 因为 还 可 以 有 任意 刚体 
位 移 。 确 定 刚体 位 移 需要 有 足够 的 支承 条 件 ， 且 不 论 给 定 什么 样 的 刚体 位 移 ， 只 要 保证 结 
构 所 受 外 力 不 变 ， 则 内 力 解 答 都 相同 。 为 此 可 假设 H 点 不 动 ，B 点 无 水 平 位 移 ， 如 图 
7. 13(c) 所 示 。 此 时 ， 巾 平衡 条 件 可 知 所 加 两 根 支承 链 杆 的 反 力 均 为 零 ， 可 见 结构 的 受 力 
情况 仍 与 图 7.13(b) 相 同 。 对 图 7. 13(c) 所 示 情 况 ， 取 一 半 结 构 如 图 7.13(d) 所 示 ， 由 于 假 
设 H 点 无 水 平 位 移 ， 因 而 此 时 所 有 竖 杆 均 为 无 侧 移 杆 ， 所 有 横梁 又 都 是 剪 力 静 定 杆 ， 故 
可 用 无 剪 力 分 配 法 求解 。 具 体 计算 及 最 终 M 图 分 别 如 图 7. 14(a) 、(b) 所 示 ， 不 再 详 述 。 

图 7.13(a)、(c) 所 示 两 种 情况 ,虽然 弯曲 内 力 和 变形 相同 ,但 支承 方式 不 同 ， 因 而 刚 
体位 移 不 同 ， 巾 此 可 见 其 位 移 的 解答 是 不 同 的 ， 在 求 结构 的 实际 位 移 时 不 应 再 用 后 者 ， 而 
应 按 前 者 来 计算 。 求 下 点 的 竖 向 位 移 时 ， 可 取 图 7. 14(c) 所 示 静 定 的 基本 体系 来 作出 虚拟 


状态 的 M, 弯 和 矩 图 ， 然 后 由 图 乘法 可 求 得 结 点 F 的 竖 向 位 移 为 
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EI 10000 2 3 2 33 2 63 
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(c) Mi 图 
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一 图 7:14 无 剪 力 分 配 法 应 用 二 一 
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Ti 
RR 本 章 小 结 


本 章 主要 讲述 了 力矩 分 配 法 和 无 前 力 分 配 法 的 基本 概念 、 适 用 范围 和 计算 过 程 。 
本 章 的 重点 是 对 无 结 点 线 位 移 的 刚 架 和 连续 梁 运 用 力矩 分 配 法 进行 的 计算 。 


a 考 题 


7.1 什么 是 劲 度 系数 (转动 刚度 )? 什么 是 分 配 系数 ? 为 什么 一 刚 结 点 处 各 开端 的 分 
配 系数 之 和 等 于 1? 

7.2 什么 是 不 平衡 力矩 ? 如 何 计算 不 平衡 力矩 ?7 为 什么 要 将 它 反 号 才能 进行 
分 配 ? 

7.3 什么 是 传递 弯 矩 和 传递 系数 ? 

7.4 说 明 力矩 分 配 法 每 一 步骤 的 物理 意义 。 

7.5 为 什么 力矩 分 配 法 的 计算 过 程 是 收敛 的 ? 

7.6 力矩 分 配 法 只 适合 于 无 结 点 线 位 移 的 结构 ， 当 这 类 结构 发 生 已 知 支 座 移 动 时 结 
点 是 有 线 位移 的 ， 为 什么 还 可 以 用 力矩 分 配 法 计算 ? 











176 


RB 渐进 法 





7.7 无 剪 力 分 配 法 的 基本 结构 是 什么 型 式 ? 无 剪 力 分 配 法 的 适用 条 件 是 什么 ? 为 什 
么 称 为 无 剪 力 分 配 ? 


习 题 


7-1 用 力矩 分 配 法 计算 图 7. 15 所 示 刚 架 ， 并 绘制 M 图 。 


2m 


1kN/m 
8m 





图 7.15 “习题 7-1 图 
KA N 
7-2 图 7.16 RESOR ELIE AER ICEN SRA M 图。 
UWAN A 2 
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> N6kN 6kN 6kNw A 





图 7.16 习题 7-2 图 


7-3 开 挖 基 坑 时 ， 用 以 支撑 坑 壁 的 板 桩 立柱 及 其 荷载 计算 如 图 7.17 所 示 ， 试 作 其 
FER. 


2m 





Im 





120kN/m 
图 7.17 习题 7-3 图 
7-4 用 力矩 分 配 法 计算 图 7. 18 所 示 刚 架 并 绘制 M 图 。 已 知 EI 为 常数 。 
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(b) 


图 7.18 习题 7-4 图 








7-5 图 7.19 所 示 刚 架 支 座 D 下 沉 了 0.08 m, ZEE Fü¿T 0.05 m 并 产生 了 顺 时 
针 方向 的 转角 0.0lrad。 试 计算 由 此 引起 的 各 杆 端 弯 矩 ， 已 知 各 丁 EI 一 6X10'KN emt 

7-6 图 7. 20 所 示 等 截面 连续 梁 ET 一 36000kN + m, EB rh jk aE. fn 25 0040 
对 值 相等 ， 应 将 D、C 支 座 同时 升降 若干 ? wi 下 Y ag 
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图 7.20 习题 7-6 图 








7 -7 试 计算 图 7.21 所 示 有 侧 移 刚 架 并 作 M 图 。 
7 -8 试用 无 剪 力 分 配 法 计算 图 7. 22 所 示 刚 架 并 作 M 图 。 








80kN 
10kN 
A g 8 
2” 2 
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8m 4m | 4m E óm 
图 7.21 习题 7-7 图 图 7.22 习题 7-8 图 


7-9 图 7.23 所 示 各 结构 哪些 可 以 用 无 剪 力 分 配 法 计算 ? 图 (f) 的 结构 车 可 用 无 剪 力 
分 配 法 计算 ， 劲 度 系数 Sa 应 等 于 多 少 ? 
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¿2 | 


(a) (b) (© 
A B | 
(qd) (e) (O) 


图 7.23 习题 7-9 图 





7-10 试 计算 图 7. 24 所 示 空 腹 梁 并 作 M 图 ， 已 知 ET 为 常数 (提示 : 除 利用 水 平 轴 
的 对 称 性 外 ， 还 可 利用 对 竖 直 轴 的 对 称 性 以 进一步 简化 计算 Js 





N 
10kN 10kN ION. U 











图 7.24 习题 7-10 图 


7-11 填空 题 

(1) 对 单 结 点 结构 ， 力 矩 分 配 法 得 到 的 是 š 

(2) 交 于 一 结 点 的 各 杆 端的 力矩 分 配 系数 之 和 等 于 

(3) 力矩 分 配 法 的 计算 对 象 是 。 

7-12 单项 选择 题 

(1) 图 7. 25 所 示 结 构 ， 要 使 B 点 产生 单位 转角 ， 需 要 施加 的 外 力 偶 为 〈 fiz 





A. 13i B. 5i C. 10; D. 8; 

(2) 图 7. 26 所 示 结 构 用 力矩 分 配 法 计算 时 ，B 结 点 的 不 平衡 力矩 为 ( O. BA EI 
为 常数 。 

A. 24 B. =24 C72 D. —72 
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8kN/m 





SE E ss ss. 


图 7.25 习题 7-12(1) 图 图 7.26 习题 7-12(2) 图 





(3) 等 截面 直 杆 的 弯 矩 传递 系数 C 与 下 列 ( ) 因 素 无 关 。 
A. 荷载 B. 远 端 支承 C. 材料 性 质 D. 线 刚度 i 


,从 
K 
EAD) 
Ñ 


E24 aA 
A ~ _ Š z 
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s 8 = 
矩阵 位 移 法 


Masar ) 
主要 讲述 乱 阵 位 移 法 求解 起 静 定 问题 的 方法 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 
(1) 理解 短 阵 位 移 法 的 基本 思路 ; 
(2) 掌握 单元 刚度 矩阵 的 确定 ; y 
(3) 掌握 单 元 刚度 短 阵 的 坐标 转 接 ; P KS 
(4) 这 所 整体 刚度 矩阵 的 建立 ON 
(5) 掌握 约束 条 件 的 处 理 ; 7 UN 
(6) 掌握 结 点 荷载 列 阵 的 建立 ; / SR 
(7) 掌握 抢 阵 位 移 法 的 计算 步骤 。 x 


m) SA 











知识 要 点 ES ~ 相关 知识 
- KS P 
a) "Z ra sp Qa 效 Wx) braket; 
z os EELE LALA (| $ og 
TAAT a E son Ae < rei 
A 的 计算 方法 N 
V Yh K 
N y (1) 掌握 结构 整体 刚度 短 阵 中 元 素 
入 | 的 物理 意义 和 集成 过程; (1) 结构 整体 刚度 短 阵 中 元 素 集成 
(2) 掌握 结构 综合 结 点 荷载 的 集成 | 过 程 ; 
Ea 过 程 ; (2) BABO AKO KK La, 
(3) 掌握 单元 定位 向 量 的 建立 、 支 (3) 支撑 条 件 的 处 理 
撑 条 件 的 处 理 











Esse 


ELBk, 3 R| EM. 2543783681 EB. Bkh, $ 20 h pak. bb s 


Ds 


矩阵 位 移 法 基本 思路 如 下 : 

(1) 把 结构 先 分 解 为 有 限 个 较 小 的 单元 ， 各 单元 彼此 在 结 点 处 相连 接 。 以 结 点 位 移 为 基本 未 知 量 ， 
即 进 行 所 谓 离散 化 。 对 于 杆 件 结构 ， 一般 以 一 根 杆 件 或 杆 件 的 一 段 作为 一 个 单元 。 结 构 离 散 化 的 目的 是 
在 较 小 的 范围 内 分 析 单 元 的 内 力 与 位 移 之 间 的 关系 。 建立 所 谓 单元 刚度 矩阵 ， 这 称 为 单元 分 析 。 
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(2) 把 各 单元 又 集合 成 原来 的 结构 ， 这 就 要 求 各 单元 满足 原 结构 的 几何 条 件 ( 包 括 支承 条 件 和 结 点 处 
的 变形 连续 条 件 ) 及 平衡 条 件 ， 从 而 建立 整个 结构 的 刚度 方程 ， 以 求解 原 结构 的 位 移 和 内 力 。 这 称 为 整体 
分 析 。 





| 8.1 单元 刚度 矩阵 


图 8. 1 所 示 为 一 等 截面 直 杆 , 设 其 在 整个 结构 中 的 编号 为 e<， 它 连接 着 两 个 结 点 i、 
7。 现 以 i 为 原点 ,以 从 i 向 j 的 方向 为 三 轴 的 正 向 ， 以 去 轴 的 正 向 逆 时 针 转 90" 为 3 轴 的 
正 向 ,这 样 的 坐标 系 称 为 单元 的 局 部 坐标 系 。i、j 分 别称 为 单元 的 始 端 和 末端 。 























对 于 平面 杆 件 ， 在 一 FES KAZAMA MiM Fs. W 
Fatai M. MRJ AFS. Fo MM; (这 些 符号 下 面 冠 以 一 权 线 ， 表 示 它 们 是 局 部 


有 


PARR hH. LR kAEIIB T Wake, FPD: 与 此 相应 有 六 个 机 位 和 分 即 
w 
T T pT P. P, 。 EMTA ATERA MTE, FA AFEN B it 
Ef i0se 35 OYYESWI-b Fs bF) Z AEMXE, PANH Fa AMS MEDSE, FN 
a M: 以 逆 时 针 方向 为 正 ; 杆 端 位 移 的 正 负 号 规定 与 杆 端 力 相同 。 
现 设 六 个 杆 端 位 移 分 量 已 给 出 ， 同 时 杆 上 无 荷载 作用 ， 要 确定 相应 的 六 个 杆 端 力 分 
量 。 根 据 胡 克 定律 和 表 6 - 1( 注 意 现在 的 正 负 号 规定 与 该 表 有 所 不 同 ) ， 不 难 确定 仅 当 某 -一 
杆 端 位 移 分 量 等 于 1( 其 余 各 杆 端 位 移 分 量 皆 等 于 0) 时 的 各 杆 端 力 分 量 ， 这 就 相当 于 两 站 
固定 的 梁 仅 发 生 革 一 单 位 支 座位 移 时 的 情况 一 样 ， 分 别 如 图 8. 2(a) ~-(D 所 示 。 
根据 图 8. 2 及 郑 加 原理 可 写 出 ， 






































= _EA— _EA— 
Ni Eia i 
F. = 12EI—,  6EI— _12EI—, | 6EI 
Qi T E ’' p uep o 
„_6EI—, , 4EI— 6EI—, ,2EI 
Mi= Ving P p e A 
Ri 
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RE ETBE 





| = T i 
T= 可 -1 
(a) (d) 
6EI SEI 
P P 
ee nan 






















































P P P 
(b) (e) 
Wl NN 
1 (di J 1 1 IN] I 
| = 这 | |= 了 |: 
P P , Ne š 
<N !N 
(c) SS (0) 
+ NA 
图 8.2 两 端 固定 的 梁 
> 
ÇA k; 
. _  I2EI SSE 12E1— 6EI 
Fa = K FS SSE r Pi 
' AX x XY 
ED 2ET 一 
= vi 
' X 
写成 矩阵 形式 则 有 -二 ,| 
IER K 
r WA N 
NS p g 9 Ú. 
Fš 12EI 6ET 6ET | lus 
_ T T E es 
Fy v 
B 6E1  4EI o _6BI 2EI ||_ 
M n I T T |g 
_ t= i (8—1) 
F4 _ EA 0 0 EA 0 0 || 
@ DEL _6EL  。 BEI 6ET| |"; 
M; P gë 全 yi 
6EL  2EI o  —6EL 4EI 
1 T 1 
这 称 为 单元 的 刚度 矩阵 ， 它 可 简写 为 
Fe=k* + 8° (8-2) 


式 中 
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六 
FS 
Fa 
_ |M; 
F= (8-3) 
Fẹ 
Fa 
M; 
5 一 (8-4) 
/ > 了 
N A Ñ 2 
分 别称 为 单元 的 杆 端 力 列 向 量 和 杆 端 位 移 列 向 量 ; 而 。 
EA uO EA X, 
SS 0 s= 0 0 
l YK X 
X = l2EI 6EI 12EI 6EI 
A) P i> T 
Ç < iw 
v 
WV.) 6EI 4ET™ 6EI 2EI 
AVJ ° T T 0 = 7 
R= BA BA 《一 5 
y Š “Ww ° 
0 12EI 6El 0 12E1I 6EI 
1 Ë ¿z E 
0 6EI 2EI 0 6E1 4EI 
i L 1 有 





称 为 单元 刚度 矩阵 (也 简称 单 刚 )， 它 的 行 数 等 于 杆 端 力 列 向 量 的 分 量 数 ， 而 列 数 等 于 杆 


端 位 移 列 向 量 的 分 量 数 ， 由 于 杆 端 力 和 相应 的 杆 端 位 移 的 数目 总 是 相等 的 ， 所 以 " 是 方 
阵 。 这 里 须 注意 ， 杆 端 力 列 向 量 和 杆 端 位 移 列 向 量 的 各 个 分 量 ， 必 须 是 按 式 (8 - 3) 和 


式 (8 一 4) 那 样 ， 从 i 到 j 按 顺 序 一 一 对 








右 方 注 明 与 之 一 一 对 应 的 杆 端 力 分 量 。 


应 排列 ， 和 否则 随 着 排列 顺序 的 改变 ， 刚 度 和 矩阵 k" 


中 各 元 素 的 排列 亦 将 随 之 改变 。 为 了 避免 混淆 ， 可 在 &* 的 上 方 注 明 杆 端 位 移 分 量 ， 而 在 


显然 ， 单 元 刚度 矩阵 中 每 一 元 素 的 物理 意义 就 是 当 





其 所 在 列 对 应 的 杆 端 位 移 分 量 等 


F 1(3 





应 的 杆 端 力 分 量 的 数值 。 
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其 余 杆 端 位 移 分 量 均 为 0) 时， 所 引起 的 其 所 在 行 对 


RE 矩阵 位 移 法 





不 难看 出 ， 单 元 刚度 矩阵 具有 如 下 重要 性 质 : 

(1) 对 称 性 。 单 元 刚度 矩阵 有“ 是 一 个 对 称 和 矩阵， 即位 于 主 对 角 线 两 边 对 称 位置 的 两 
个 元 素 是 相等 的 ， 这 由 反 力 互 等 定理 亦 可 得 出 此 结论 。 

(2) 奇异 性 。 单 元 刚度 矩阵 k 是 奇异 矩阵 。 若 将 其 第 1 行 (或 列 ) 元 素 与 第 4 行 ( 列 ) 
元 素 相 加 ， 则 所 得 的 一 行 ( 列 ) 元 素 全 等 于 0; 或 将 第 2 行 ( 列 ) 与 第 5 行 ( 列 ) 相 加 ， 也 得 0。 
这 表明 和 矩阵 &* 相应 的 行列 式 等 于 0, 故 &“ 是 奇异 的 ， 其 逆 和 矩阵 不 存在 。 因 此 若 给 定 了 杆 
端 位 移 85"， 可 以 由 式 (8 - 2) 确 定 杆 端 力 F°; 但 给 定 了 杆 端 力 F“， 却 并 不 能 由 式 (8 -2) 反 
求 杆 端 位 移 6"。 从 物理 概念 上 来 说 ， 由 于 所 讨论 的 是 一 个 自由 单元 ， 两 端 没有 任何 支承 
约束 ， 因 此 杆 件 除了 由 杆 端 力 引起 的 轴 向 变形 和 弯曲 变形 外 ,还 可 以 有 任意 的 刚体 位 移 ， 
故 由 给 定 的 F° 并 不 能 求 得 S 的 唯一 解 ， 除 非 增加 足够 的 约束 条 件 。 

对 于 平面 克 架 中 的 杆 件 ， 其 两 端 仅 有 轴 力 作用 ， 如 图 8.3 所 示 》 剪 力 和 弯 矩 均 为 零 ， 
由 式 (8 - 1) 可 知 ， 其 单元 刚度 方程 为 N 





















































(8:=6) 


相应 的 单元 刚度 矩阵 为 





i k XV VL (8-7) 
- EA V/EASN 
Pa NN 
显然 它 可 以 从 式 (8 CT “7 BAPPA 应 的 行 及 与 杆 端 横 向 位 移 和 
转角 对 应 的 列 而 得 到 。 此 外 ， 为 了 以 后 便于 进行 坐标 转换 ， 可 以 添上 零 元 素 的 行 和 列 ， 把 
它 写成 4X4 阶 的 矩阵 ， 





EA o EA, 
l $ 
=s 0 0 0 0 
k*= (8-8) 
_EA o EA, 
l £ 


图 8.3 轴 力 作用 杆 件 














对 于 其 他 特殊 的 杆 件 单元 ， 同 样 可 由 式 (8 -1) 经 过 修改 得 到 相应 的 单元 刚度 矩阵 。 
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| 8. 2 单元 刚度 矩阵 的 坐标 转换 


上 一 节 的 单元 刚度 矩阵 ， 是 建立 在 杆 件 的 局 部 坐标 系 上 的 。 对 于 整个 结构 ， 各 单元 的 
局 部 坐标 系 可 能 各 不 相同 ， 而 在 研究 结构 的 几何 条 件 和 平衡 条 件 时 ， 必 须 选 定 一 个 统一 的 
坐标 系 ， 这 称 为 整体 坐标 系 或 结构 坐标 系 。 因 此 ， 在 进行 结构 的 整体 分 析 之 前 ， 应 先 讨论 
如 何 把 按 局 部 坐标 系 建立 的 单元 刚度 矩阵 k ° 转换 到 整体 坐标 系 上 来 ， 以 建立 整体 坐标 系 
中 的 单元 刚度 矩阵 2°, 
图 8.4 所 示 杆 件 立 ， 在 局 部 坐标 系 zi y 中 ， 仍 按 式 (8 -3)、 式 (8 -4 那样 ， UF 
Š 分 别 表示 杆 端 力 列 向 量 和 杆 端 位 移 列 向 量 。 而 在 整体 坐标 系 #Ox 中 ， WIL Fe 和 8 来 
表示 杆 端 力 列 向 量 和 杆 端 位 移 列 向 量 ， 即 
Fe=(F; Fç M; Fs 











(8-9) 





se v gi NDA 8-10) 





Mí=Mí 





ay 


图 8.4 坐标 转换 





T 


先 讨论 两 种 坐标 系 中 杆 端 力 之 间 的 转换 关系 。 在 两 种 坐标 系 中 ， 弯 矩 都 作用 在 同一 平 
面 上 ， 是 垂直 于 坐标 平面 的 力 偶 矢 量 ， 故 不 受 平面 内 坐标 变换 的 影响 ， 即 


M: =M: 








(a) 


M; =M; 

轴 力 Fs 和 剪 力 Fo 则 将 随 坐 标 转换 而 重新 组 合 为 沿 整体 坐标 系 方向 (通常 是 水 平和 竖 直 方 
向 ) 的 分 力 FS 和 F&a。 设 两 种 坐标 系 之 间 的 夹 角 为 c。 它 是 从 + 轴 沿 逆 时 针 方向 转 至 之 
来 度量 的 ， 由 投影 关系 可 得 








5| 


g: = Fu cosa + F, sina 
= — F; sina + F°, cosa 
% =F; cosa +F‘; sina 


=— F; sina + F' cosa 





| l 5| 
e E 


将 Ca) 、(b) 两 式 写成 矩阵 形式 ， 则 有 
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RIE ETBA 





Fý; cosa sina 0 0 0 0 F: 
Fa —sina cosa 0 0 0 0 F: 
M: 0 OF a 0 0 0 M: 
= (8-11) 
Fy 0 0 0 cosa sin 0 FS 
Fy 0 0 0 —sina cosa 0 Fs 
M; 0 0 0 0 D ił M; 
或 简写 为 
F=T. F (8-12) 
式 中 
cosa sina 0 入 
—sing cosa 0 EAN 
T= i e d x x`. ! (8-13) 
sósa sina 0 
sing cosa 0 
r X 
, AV C TR | 
FAIRE, CRAEN ATA 
ATT 
S 《站 =T7 ee (8-14) 
显然 ， FEDME FRSE TEAR ZMNE, 即 
SYA y = r VX 
r S F=T -oN (8-15) 
由 式 (8-2) 有 ， 一 ` 
< F: sg: SS 
将 式 (8 105509 站 5) 代 入 可 得 AS 
/ T.F'=k".T.6 
两 边 同 时 左 乘 了! 得 
F'=T' ek eTe 
注意 到 式 (8 -14)， 则 有 
Fe=T'1 + pr T * o (8-16) 
或 写 为 
Fr=p* + 8° (8-17) 
式 中 
ke=TT, ke eT (8-18) 


RE k 就 是 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 ， 式 (8 -17) 即 为 单元 刚度 矩阵 由 局 部 坐标 系 向 
整体 坐标 系 转换 的 公式 。 

由 于 以 后 在 整体 分 析 中 ,是 对 结构 的 每 个 结 点 分 别 建立 平衡 方程 ,因此 为 了 以 后 讨论 
方便 ， 可 把 式 (8 - 17) 由 单元 的 始末 端 结 点 i. j 进行 分 块 ， 而 写成 如 下 形式 : 


F; ki kiy (9; 
(ehle sla a 
Fij (ks kiji 
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sung 
7 
式 中 
Fí= (F; F% M:)” 
Fi=(F F} MY 
(8 - 20) 
o= (u; v @)' 
ð= (u; w pj)" 
Ayr 1638 ; 和 末端 7 的 杆 端 力 和 杆 端 位 移 列 向 量 ;，A5 、A5 、A5 、A5 为 单元 刚度 矩阵 p° 
的 四 个 子 块 ， 即 
AS h$ 
k= (8-21) 
fe as) 
每 个 子 块 都 是 3X3 EE, HIES -19) 又 可 知 I 
F; =k; Hki; Y 
全 Fk; 0; nN < emaa 
HRG- uno e ` s. N am itaisn hinan 
JE BEI ke 的 计算 公式 如 下 人 AN 
pf" 6 
;9 M 
(Fe et s) (r r)== 每 (7 asi .) (生生 jms -iu 
EA BEI EA ., LEY NN EA EN EA., VEI ,\ ñE 
(全 这 jms (Fa atip msn p“ (- T: AQ a 人 和 oe) E tos 
El K: t S. K: E 
i p~ p qM `ç sing po T 
(Ha Nu. z HEE Jeste ra (F osa + Har) (E) ansie am 
EA EI O EA, ME , H EA VEN — (mM. DEI ,YY El 
E n k F ja 人 Sn 0 一 T 0S 0 ) TK 人 n J £ inat T oe) -E tos 
SEI. 6EI 21 EL KUN 好 
E sim E tosa 1 E sina E ow T 
(8-23) 
不 难看 出 ， 上 述 整 体 坐 标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 p° 仍然 是 对 称 矩 阵 ( 仍 然 符 合 反 力 互 等 
定理 ) 和 奇异 矩阵 ( 仍 为 自由 单元 ,未 考虑 杆 端 约束 条 件 ) 。 
IIF PEKRE. Pi RRA E 8. 5)， 在 
x 整体 坐标 系 中 的 杆 端 力 和 相应 的 杆 端 位 移 列 向 量 分 别 为 
Fa 
F; Bg 
i |= 2 8-24) 
pa IA 
F: 





(8-8), 


PK RH fE 
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杆 件 在 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 ke 见 式 
而 坐标 转换 矩阵 T 为 


FE EBE 


cosa sina 
—sina cosa 
T= ° (8 - 25) 
cosa sina 
0 
一 sina cosa 


将 式 (8 -8) 和 式 (8 -25) 代 入 式 (8 -18) 并 进行 矩阵 运算 ， 可 得 平面 机 架 杆 件 的 单元 刚度 矩阵 为 


` A 
ki kij 


cos’a cosasina 一 cosza 一 cosasina 
EA| cosasina sina 一 cosasina 一 sin*a 
== ' . a i 8-26) 
L —cos'a —cosasina cosa — cosasina 
—cosasina 一 sinza cosasina sina, 


有 了 单元 分 析 的 基础 ， 我 们 就 可 以 进一步 讨论 结构 的 整体 分 析 。” 
| 8. 3 结构 的 整体 刚度 矩阵 


扼 阵 位 移 法 是 以 结 点 位 移 为 基本 未 知 量 的 .整体 分 析 的 任务 ， 就 是 在 单元 分 析 的 基础 
上 ， 考 虑 各 结 点 的 几何 条 件 和 平衡 条 体 以 建立 求解 基本 未 知 量 的 位 移 法 典型 方程 ， 即 结 
构 的 刚度 方程 。 下 面 以 图 8. 6(a) 所 示 刚 染 为 例 来 说 明 。, 2 


3 





(c) 
图 8.6 刚 架 整体 的 刚度 矩阵 
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由 于 在 整体 分 析 中 将 涉及 许多 单元 及 联结 它们 的 结 点 , 为 了 避免 混淆 ， 必 须 对 各 单元 
和 结 点 进行 编号 ， 现 用 中、 加 、… 表 示 单 元 号 ， 用 1、2、… 表 示 结 点 号 ， 这 里 支 座 也 视 为 
结 点 。 同 时 ， 选 取 整 体 坐标 系 和 各 单元 的 局 部 坐标 系 如 图 8.6(b) 所 示 。 这 样 ， 各 单元 的 
始 、 末 两 端 i、j 的 结 点 号 码 将 如 表 8 -1 所 列 ， 从 而 按 式 (8 -21) 表 示 的 各 单元 刚度 矩阵 的 
四 个 子 块 应 该 为 

















T 2 2. $ : À 
p [kA kè . A kŠ E a kg] 
ke 二 [各 R] po fn RE poft e Pe 
kä k2>]2 k3 kÈJ3 kh khjt 
表 8-1 各 单元 始末 端的 结 点 号 码 
始末 端 结 点 号 
单元 | YA 
i r K N J 
° 1 INN 2 
© 2 TAN) 3 








— 
在 平面 刚 架 中 ， 每 个 刚 结 点 可 能 有 商 个 路 位 移 和 一 个 角 位 移 。 此 刚 架 有 四 个 刚 结 点 ， 
共有 12 个 结 点 位 移 分 量 ， 我 们 按 一 定 项 序 将 它们 排 成 一 列 阵 ， 称 为 结构 的 结 点 位 移 列 向 

















量 ， 即 NA S 
A v, Wx Te 
K WA 个 
, 2 s 
A w 
NN 
式 中 NO 
£ ° ul uo us ua 
Ai 一 | 四 A.=|o; vs A,=|%, 
Pı P2 P: Pı 

















A 代表 结 点 i 的 位 移 列 向 量 ，u; 、w Mo 分 别 为 结 点 i MRR z. y 轴 的 线 位 移 和 
角 位 移 ， 它 们 分 别 以 沿 >. y 轴 的 正 向 和 逆 时 针 方向 为 正 。 

设 刚 架 上 只 有 结 点 荷载 作用 (关于 非 结 点 荷载 的 处 理 见 8. 6 节 )， 与 结 点 位 移 列 向 量 相 
对 应 的 结 点 外 力 ( 包 括 荷载 和 反 力 ) 列 向 量 为 


式 中 








190 


RE ETBA 





F, 代表 结 点 i 的 外 力 列 向 量 ,，F,;、F ,和 M; 分 别 为 作用 于 结 点 i 的 沿 z+、y 方向 的 外 力 和 
外 力 偶 , 它们 的 正 负 号 规定 与 相应 的 结 点 位 移 相 同 。 在 结 点 2、3 处 ， 结 点 外 力 Fa, F, 
就 是 结 点 荷载 ， 它 们 通常 是 给 定 的 。 在 支 座 1、4 处 ， 当 无 给 定 结 点 荷载 作用 时 ， 结 点 外 
JF, F, 就 是 支 座 反 力 , 图 8.6 所 示 即 为 这 种 情况 ; 当 支 座 处 还 有 给 定 结 点 荷载 作用 
时 ， 则 OF, F, 应 为 结 点 荷载 与 支 座 反 力 的 代数 和 。 
现在 考虑 结构 的 平衡 条 件 和 变形 连续 条 件 。 各 单元 和 各 结 点 的 隔离 体 如 图 8.6(c) 所 
示 ， 图 中 各 单元 上 的 杆 端 力 都 是 沿 整体 坐标 系 的 正 向 作用 的 。 显 然 ， 在 前 面 的 单元 分 析 
中 ， 已 经 保证 了 各 单元 本 身 的 平衡 和 变形 连续 ， 因 此 现在 只 需 考察 各 单元 联结 处 即 结 点 处 
的 平衡 和 变形 连续 条 件 。 以 结 点 3 为 例 ， 由 平衡 条 件 沁 F, =0, XF, =0 #I22M=0 可 得 
Fa =F9+F39 

















写成 矩阵 形式 有 





上 式 左 边 即 为 结 点 2 的 荷载 列 HIDE 右边 二 列 阵 de TONA 元 加 在 端的 杆 端 











力 列 向 量 F? MFP, AES SX. 
pai Ë F,=F? yO (b) 
根据 式 (8 - 22)， ESSEED Wi t f tP 9 8919 BO kt, 
No F? 一 3 十 人员 88 村 
F? P 
再 根据 结 点 处 的 变形 连续 条 件 ， 应 该 有 
69 =69 =A, 
ô? =A, (d) 
ô? =A; 
将 式 (c) 和 式 (d) 代 入 式 (b)， 则 得 到 以 结 点 位 移 表 示 的 结 点 的 平衡 方程 如 下 : 
F,=kñA T (kD +k2)A, +kŠAs (e) 
同 理 ， 对 于 结 点 1. 3. 4 可 以 列 出 类 似 的 方程 。 把 四 个 结 点 的 方程 汇集 在 一 起 ， 就 有 
F =k A EDA; 
+Z hO) A, PDA; 
i (8—27) 
SAs HRA, 
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` 
sung 
写成 矩阵 形式 则 为 
Fo: u, 
F54 Fz 4 一 1 
M, Pı 
F. Uz 
ee 9 kI 0 0 ]|A,=1% 
M, RA kRHRR — kŠ 0 9: 
一 Š te (8 - 28) 
Fis 0 k? katk k% us 
P=4F, 0 0 kŠ A J| |4; =4v; 
M, _ lps 
Fa YA fus 
, IKA 
下 一 1Fw AT 
M, ` k a 1 pı 
这 就 是 用 结 点 位 移 表 示 的 所 有 结 点 的 平衡 方程 ， 它 表明 了结 点 外 力 与 结 点 位 移 之 间 的 关 
系 ， 通 常 称 为 结构 的 原始 刚度 方程 。 所 谓 “原始 ” 是 表示 尚未 过 行 支承 条 件 处 理 。 上 式 可 


简写 为 aX A 
Č F=KA (8-29) 





式 中 





NS > < 
Ku Kue KSu] [W Ag o 0 
Ka KÈ Ka K. | | 人 kt 2 0 
K=| ” r K '= wai S a (8-30) 
Ka Ka Ko Ka Q. AS 如 + 如 kQ 


Ky Ke Ks Kujgl W o £8 Rg 
PAER a Ma M18986, KANRA RREME (简称 总 刚 )。 它 的 每 个 子 块 都 是 3X 3 
阶 方 阵 ， 故 KK 32012 阶 方 阵 ， 其 中 每 一 元 素 的 物理 意义 就 是 当 其 所 在 列 对 应 的 结 点 位 
移 分 量 等 于 1( 其 余 结 点 位 移 分 量 均 为 0) 时 ， 其 所 在 行 对 应 的 结 点 外 力 分 量 所 应 有 的 数值 。 
结构 的 原始 刚度 矩阵 具有 如 下 性 质 : 

(1) 对 称 性 。 这 从 反 力 互 等 定理 不 难 理解。 

(2) 奇异 性 。 这 是 由 于 在 建立 方程 式 (8 -28) 时 ， 还 没有 考虑 结构 的 支承 约束 条 件 ， 结 
构 还 可 以 有 任意 刚体 位 移 ， 故 其 结 点 位 移 的 解答 不 是 唯一 的 。 这 就 表明 结构 原始 刚度 矩阵 
是 奇异 的 ， 其 道 矩 阵 不 存在 。 因 此 ， 只 有 在 引入 了 支承 条 件 ， 对 结构 的 原始 刚度 方程 进行 
修改 之 后 ， 才 能 求解 未 知 的 结 点 位 移 ， 这 将 在 下 一 节 讨论 。 

现在 来 分 析 结 构 原始 刚度 矩阵 的 组 成 规律 。 

对 照 式 (a) 和 式 (8 -30)， 不 难看 出 ， 只 要 把 每 个 单元 刚度 矩阵 的 四 个 子 块 按 其 两 个 下 
标号 码 逐 一 送 到 结构 原始 刚度 乍 阵 中 相应 的 行 和 列 的 位 置 上 去 ， 就 可 得 到 结构 原始 刚度 抵 
阵 。 简 单 地 说 就 是 ， 各 单 刚 子 块 “ 对 号 入 座 ” 就 形成 总 刚 。 以 单元 四 的 四 个 子 块 为 例 ， 其 
入 座位 置 如 图 8. 7 所 示 。 一 般 来 说 ， 某 单 刚 子 块 45 就 应 被 送 到 总 刚 (以 子 块 形式 表示 的 ) 
中 第 i 行 第 j 列 的 位 置 上 去 。 这 种 利用 坐标 转换 后 的 单 刚 子 块 对 号 入座 而 直接 形成 总 刚 的 
方法 ， 又 称 为 直接 刚度 法 。 

在 对 号 入座 时 ， 具 有 相同 下 标的 各 单 刚 子 块 ， 即 在 总 刚 中 被 送 到 同一 位 置 上 的 各 单 刚 
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子 块 就 要 释 加 ; 而 在 没有 单 刚 子 块 入 座 的 位 置 上 则 为 零 子 块 。 在 总 刚 中 ,要 倒 加 的 子 块 和 
零 子 块 的 分 布 也 有 一 定 的 规律 。 

为 了 讨论 方便 ， 将 主 对 角 线 上 的 子 块 称 为 主子 块 ， 其 余子 块 称 为 副 子 块 ! 同 交 于 一 
结 点 的 各 杆 件 称 为 该 结 点 的 相关 单元 ; 而 两 个 结 点 之 间 有 杆 件 直接 相 联 者 称 为 相关 结 点 。 
于 是 可 以 看 出 : 

Q) 总 刚 中 的 主子 块 K; 是 由 结 点 i 的 各 相关 单元 的 主子 块 释 加 求 得 的 ， 即 K. 一 
Eki. 

(2) n Kans Mi, m 为 相关 结 点 时 即 为 联结 它们 的 单元 的 相应 副 子 块 ， 
HD Ki 二 &%; Hi, m 为 非 相 关 结 点 时 即 为 零 子 块 。 

ras sj 试 求 图 8. 7 所 示 刚 架 的 原始 总 刚度 矩阵 。 已 知 各 杆 材料 及 截面 均 相同 ， 
E=200GPa, I=32X10 mt, A=1X10 m, 




















【 解 】 D 将 各 单元 结 点 编号 ， ns 标 系 和 各 单元 的 局 部 坐标 系 如 图 8. 7 
所 示 ， 各 单元 六 末端 的 结 点 编号 见 表 8 — 2 所 列 。 


表 8-2 各 单元 始末 端 结 点 号 

















始末 端 结 点 号 
单元 I 
i J 
° 3 2 
© 1 
@ 4 3 








(2) 各 单元 在 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 按 式 (8 -23) 计 算 。 先 将 所 需 有 关 数 据 计算 
如 下 ， 
EA _200X10°X1X10 
L 4 


12EI _12X200X10 ° X10 'X32X10 ° 
T y 





=500 X 10° (kN/m) 








12X10° (kN/m) 
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-一 
6EI 
24X10° (kN) 
4EI 


了 了 一 64X10 (kN * m) 


2EI 
T 32X10 (kN * m) 


HFA., a=0°, cosa=1, sina=0, T414 
500 0 0 ; —500 0 0 
0 12 Ui o = 24 













一 24 
0 
š 0 24 
4 0 3 | 500 0 
VS 一 24 X06L 32 Í 24 0 64 
(3) 将 以 上 各 单 刚 子 块 对 号 入座 ， 得 总 刚 为 、 X 
1 2⁄3 4 E2 


SS K 


=10 
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| 8. 4 约束 条 件 的 处 理 


上 节 已 经 建立 了 图 8. 6 所 示 刚 架 的 整体 刚度 方程 ， 即 式 (8 -28) : 
KRA [Fi kÑ k? 0 0 ]fA,] 已 知 
Es F| kA RBHS 人 0 [Jas | 未 知 
已 知 |F;| |o kZ C 加 十 加 k2|la, | 未 知 
RA (F, 0 0 kŠ kalla Jë 3 
并 指出 由 于 尚未 考虑 约束 条 件 ， 结 构 还 可 以 有 任意 的 刚体 位 移 ， 因而 原始 刚度 矩阵 是 奇异 
的 ， 其 逆 和 矩阵 不 存在 ， 故 尚 不 能 由 上 式 求解 结 点 位 移 。 Y 
ERP. Fo, F, 是 已 知 的 结 点 荷载 ， 与 之 相应 的 A;* -A 是 特 求 的 未 知 结 点 位 移 ， 
Š F, 是 未 知 的 支 座 反 力 ， 与 之 相应 的 A... A, 则 是 已 知 的 结 点 位 移 。 由 于 结 点 1、4 为 
n. ， 故 约束 条 件 为 , XN- 


A EKLS 
网 SS - (8-31) 
4 x 


代入 式 (8 - 28)， 由 和 矩阵 的 乘法 运算 可 得 ， 玉 、 


E) Sy kh 9 
<N 5 (8-32) 
Es. N NS k53 ka Aa, 
和 Ar OR 
+ J-e e a-w 
4 F. 0 `e A; 
式 (8 -32) 就 是 引 六 约束 条 件 后 的 结构 财 度 方程， 亦 即 位 移 法 的 典型 方程 ， 它 也 常 简 
写 为 式 (8 - 297 的 形式 ， 即 





下 一 KA (8-34) 
但 此 时 的 下 只 包括 已 知 结 点 荷载 ，A 只 包括 未 知 结 点 位 移 ， 此 时 的 矩阵 K 即 为 从 结构 的 
原始 刚度 矩阵 中 删 去 与 已 知 为 零 的 结 点 位 移 而 得 到 ， 称 为 结构 的 刚度 矩阵 ， 或 称 缩减 的 
总 刚 。 

当 原 结构 为 几何 不 变 体系 时 ,引入 支承 条 件 后 即 消 除了 任意 刚体 位 移 ， 因 而 结构 刚度 
矩阵 为 非 奇 异 矩 阵 【 反 之, 若 此 时 结构 刚度 矩阵 仍 奇异 ， 则 表明 原 结 构 是 几何 可 变 ( 常 变 ) 
或 瞬 变 的 ]， 于 是 可 由 式 (8 一 34) 解 出 未 知 的 结 点 位 移 A。 

结 点 位 移 一 旦 求 出 ， 便 可 由 单元 刚度 方程 计算 各 单元 的 内 力 。 将 式 (8 -17) 中 的 杆 端 
位 移 6 改 用 单元 两 端的 结 点 位 移 A“ 表示 ， 则 整体 坐标 系 中 的 杆 端 力 计算 式 为 


F =K" (8-35) 
再 由 式 (8 -12) 可 求 得 局 部 坐标 系 中 的 杆 端 力 为 
F:=T + F°=T ek’ + Ae (8 一 36) 
或 者 由 式 (8 -15) 求 得 局 部 坐标 系 中 的 杆 端 结 点 位 移 为 
A= + À (8-37) 
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f ` 
sung 
再 由 式 (8 -2) 求 得 局 部 坐标 系 中 的 杆 端 力 为 


F'=k eA Sk eTe At (8-38) 

至 于 上 面 的 式 (8 -33)， 在 求 出 未 知 的 结 点 位 移 后 ， 可 以 利用 它 来 计算 支 座 反 力 。 但 
是 在 全 部 杆 件 的 内 力 都 求 出 后 ， 一 般 无 必要 再 求 反 力 ， 即 使 欲求 反 力 ， 由 结 点 平衡 亦 极 易 
求 得 ; 而 按 式 (8 - 33) 来 计算 反 力 对 电 算 来 说 并 不 方便 ， 故 通常 不 由 该 式 求 反 力 。 


| 8. 5 结 点 荷载 列 阵 


到 现在 为 止 , 我 们 所 讨论 的 只 是 荷载 作用 在 结 点 上 的 情况 , 但 在 实际 问题 中 ， 不 可 避 
免 地 会 遇 到 非 结 点 荷载 。 对 于 这 种 情况 ， 可 以 分 两 步 按 丢 加 法 来 处 理 。 如 对 图 8.8(a) 所 示 
刚 架 ,第 一 步 ， 与 位 移 法 一 样 ， 加 上 附加 链 杆 和 刚 辟 阻 止 所 有 结 点 的 线 位 移 和 角 位 移 ， 此 
时 各 单元 有 固 端 杆 端 力 (以 下 简称 固 端 力 )， 附 加 链 杆 和 刚 璧 定 有 附加 反 力 和 反 力矩 ， 由 结 
点 平衡 可 知 ， 这 些 附 加 反 力 和 反 力 矩 的 数值 等 于 泄 交 汪 该 结 点 的 各 固 端 力 的 代数 和 
[图 8. 8(b)]。 第 二 步 ， 取 消 附 加 链 杆 和 刚 臂 ， 亦 即将 上述 附加 反 力 和 反 力 矩 反 号 后 作为 
荷载 加 于 结 点 上 [图 8.8(c)]， 这 些 荷载 称 为 原 非 结 点 荷载 的 等 效 结 点 荷载 [这 里 所 谓 
° "， 是 指 图 8. 8(c) 与 图 8. 8(d) 两 种 情况 的 结 点 位 移 是 相等 的 ， 因 为 图 8. 8(b) 情 况 的 
点 位 移 为 零 ]， 此 时 便 可 照 前 面 讨论 交 施法 求解 。 最 后 ， 将 以 上 两 步 内 力 麦 加 ， 即 为 原 
结构 在 非 结 点 荷载 作用 下 的 内 力 解答 下面 给 出 有 关 计 算 公式 。 


|. x 
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(a) (b) (o) 
图 8.8 非 结 点 荷载 刚 架 








设 单元 e 在 非 结 点 荷载 作用 下 ， 在 其 局 部 坐标 系 中 的 固 端 力 为 








ez zy 


可 | "| 


FJ 


(8 - 39) 


可 
| 
I 
| 


本 | 本 | É 


e. 


mo g 


MF 
式 中 ， 上 标 “F” 是 表示 固 端 情况 。 这 些 固 端 力 很 容易 由 现成 的 公式 或 表格 ( 见 表 8 - 3) 查 
得 。 由 式 (8 -12) 和 式 (8 -14) 可 知 ， 在 整体 坐标 系 中 的 固 端 力 应 为 
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FE 
= (8-40) 


Mr 
将 它们 反 号 并 按 对 号 人 座 送 到 结 点 荷载 列 阵 中 去 ， 则 成 为 等 效 结 点 荷载 。 各 单元 上 的 非 结 
点 荷载 均 做 如 上 处 理 之 后 ， 任 一 结 点 i 上 的 等 效 结 点 荷载 Fe (这 里 下 标 “E” 表 示 等 效 ) 
将 为 Ë 
F eri =F r |< 
Fe =1Fes =] -DFF =R (8-41) 
Ms 一 二 MT AD 
如 果 除 了 上 述 非 结 点 荷载 的 等 效 结 点 荷载 Si ei sy 上 的 荷 
载 Fw( 下 标 “D” 表示 直接 )， 则 在 ; ANRA 


RAFAT PE (8-42) 
F, 称 为 结 点 ;的 综合 结 点 荷载 。 整 个 名 W 综合 结 点 荷载 列 阵 为 
P=FotFe O, (8-43) 


R: Fo 为 直接 结 点 荷载 列 隆 FE WAWA AUB. 
NOO 表 8-3 SEE 
































序号 固 端 力 xz 始 端 i 末端 了 
全 _ Fab _Fma 
Fs ‘ p 
_ Frmb’ (1+2a) Fpa? (1+2b) 
š Fee 
M, _Fmab? Fma?b 
T Ë 
17 _ bia tb) pa? 
p ee Fur 2 2 
2 "I 32 3 _ bza(2l’ —2la? +a*) _ bia (2l—a) 
Bag F o 2 2 
a b V, 和 í 
— J Me | paa’(6l:—8lat3a:) pra’ (41—3a) 
127? 12 
AF7 0 0 
M Fis 
! aa Fe 6Mab 6Mab 
3 - - F. F =F 
下 or 
| M: Monasi e sss 
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( 续 ) 

序号 荷载 固 端 力 始 端 i 末端 7 
y = EAa(tı +t2) EAa(t +t) 

F yr 2 E 2 

4 Ë t j 三 Fa 0 0 

M; Ela(t; —t,) _ Ela, —t) 

k Š J| h h 

各 单元 的 最 后 杆 端 力 将 是 固 端 力 与 综合 结 点 荷载 作用 下 产生 的 杆 端 力 之 和 ， 即 








Fe 一 FF +A: p (8-44) 
F A 

F =F" Tka a X (8-45) 
或 , X> 

Fr=F" +R TA (8-46) 


顺便 指出 ， 结构 在 温度 变化 或 支 座 位 移 影响 下 的 计算 ， 同样 可 按 上 述 方法 处 理 。 只 要 
确定 了 各 杆 在 温度 变化 或 支 座位 移 下 的 加 间 力 ， 即 可 由 式 (8 -40) 及 式 (8 -41) 计 算 相 应 的 
等 效 结 点 荷载 。 





A 


| 8:6 矩阵 位 移 法 的 计算 步骤 及 示例 
2 Ç ` x N i 
REETAN THEE ME KEES A MVEA RJA shan F. 
(1) 对 结 点 和 单元 进行 编号 ， 选 定 整体 坐标 系 和 局 部 坐标 系 ; 
(2) 计算 各 杆 的 单元 刚度 矩阵 
(3) 形成 结构 原始 刚度 矩阵 ; 
(4) 计算 固 端 力 、 等 效 结 点 荷载 及 综合 结 点 荷载 
O 引入 支承 条 件 ， 修 改 结构 原始 刚度 方程 ; 
(6) 解 算 结构 刚度 方程 ， 求 出 结 点 位 移 ， 
(7) 计算 各 单元 杆 端 力 。 
【 例 8 -2 试 求 图 8.9 所 示 刚 架 的 内 力 。 已 知 各 杆 材料 及 截面 相同 ， 具 体 数据 
见 例 8 一 1。 
【 解 】 (1) 将 单元 、 结 点 编号 ， 确 定 坐标 系 ， 如 图 8.9 所 示 。 
(2) 求 出 各 单元 在 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 ， 见 例 8 - 1, 
(3) 将 各 单 刚 子 块 对 号 人 座 ， 形 成 结构 原始 刚度 矩阵 ， 见 例 8 - 1。 
(4) 计算 非 结 点 荷载 作用 下 的 各 单元 固 端 力 、 等 效 结 点 荷载 及 综合 结 点 荷载 。 
根据 表 8 - 3 可 知 ， 各 单元 在 其 局 部 坐标 系 中 的 固 端 力 为 
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可 
EE 
zE 
oO o 


本 | i 
G ze 


= 


FP =0 x 
由 式 (8 -40)， 并 将 元 @ 的 a 二 0 = a 可 得 各 单元 在 整 
WAWA hi 
x< < 























O H 6 0 50 50 
È Ü @ 1 50 50 
pp | i 人 
1 1 o o| o 0 
0 o 1 0||5o 50 
o o 1Jl—50 一 50 
0 —1 0 0 一 60 
i o O 0 60 0 
FR 0 0 40 40 
AR a ol| o | |-eo 
0 1 0 0||l6o 0 
o o 1ll—40 —40 
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FẸ =0 
由 式 (8 -40) 可 求 出 结 点 2、3 的 等 效 结 点 荷载 为 








Fre (FR +Fë)= 





Fres (FR +FË)= 





再 由 式 (8 -41) 求 得 综合 结 点 荷载 为 





50 
Fm=10 | 十 
0 
oy 
md 中 
' ` > 
-YL 9 
y Š “y 
Yasa I I à 
A) mhg 
, 下 £ 
NO JJF vı Y, 
i M| |M, 
F, 110 
Fm) |F| |—50 
Fe| IM:| |—10 
Tre ped E et a 
Fn| |F, 0 
Fa) |F| |—50 
M; 50 
Fa X, 
Fal |; 
M, M. 














这 里 要 说 明 的 是 ， 对 支 座 结 点 1、4， 同 样 可 按 式 (8 -40) 和 式 (8 -41) 算 出 其 等 效 结 点 





RIE ETBA 





荷载 和 综合 结 点 荷载 。 但 注意 上 式 中 的 Fos Fpi 应 是 综合 结 点 荷载 与 支 座 反 力 的 代数 和 ， 





























而 其 中 支 座 反 力 仍 为 未 知 量 ; 又 由 于 在 引入 支承 条 件 时 ，Fm 、Frm 将 被 删 去 或 被 修改 ( 见 
12. 8 节 )， 故 在 此 可 不 必 计 算 支 座 结 点 1、4 的 等 效 结 点 荷载 及 综合 结 点 荷载 。 
(5) 引入 支承 条 件 ， 修 改 原始 刚度 方程 。 结 构 的 原始 刚度 方程 为 

Fa [ 2 0 -24-12 0 —2: qpe 
Fy 0 50 0 0 —5 0 0 0 vi 
M. —4 0 6 ; 24 0 32: pı 
110 —2 0 24 512 0 24 | —500 0 0- us 
一 50 o —5 0; 0 512 24 ve 
一 10 _ -24 0 32; 24 24 128 Pe 
0 ;一 500 0 us 
一 50 0 Ó —I2 vs 
50 0 24 p 
a FERRAN s : minas E U A 
Fa 0 0 SA v 
M, I a pı 


结 点 1 和 4 为 固定 端 








r Ale: 0 


x 


< 


l: 
2? 





在 原始 刚度 矩阵 中 删 去 与 上 述 零 位 移 对 应 的 行 T + 同时 在 结 点 位 移 列 向 量 和 结 点 外 力 列 


向 量 中 删 去 相应 的 行 、 便 得 到 修改 后 的 结构 的 刚度 方 各 
j 


0 





(6) 解 方程 ， 求 得 未 知 结 点 位 移 为 
uz 


v2 


24 ; 0 


6318m 
— 23. 38m 
一 1164rad 
一 176. 6m 
一 508. 4rad 


0 u 
24 ||v 
32 ||p: 
24 [lus 
一 24 | |v; 
128 J |p; 
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(7) 计算 各 单元 杆 端 力 。 按 式 (8 -44) 计 算 如 下 : 
单元 为 


= 一 个 — pe A: 
F° =F} +Tk”A”=FẸ + 人 | 
































0 500 0 0 0 6318 
50 0 12 =a 24 —23.38 
50 0 24 一 24 32 一 1164 
= | | 
0 一 500 0 0 0 6194 
50 0 —1 12 ”一 24 一 176.6 
一 50 0 24 32 0 —4 K —508. 4 
0 J o OE 62.0 62: 0kN 
Y 
50 0 1 0 0 一 38.3 Na 7kN 
50 0 0 1 一 87.1 37.1kN © m 
== Ne + s: à a ps t, ` PEETER 
0 1 0 0O||<62.0] 3 | 一 62.0kN 
50 o io 1 M| 382 88. 3kN 
Ni 
一 50 0 .0 NE66.1) [—116.1kN + m 
单元 四 为 NS 
= aa Pe A $ I 
F°=FË+Tk sax Fn ° 局 v% i 
PA Jo É 
12 0 ed -12 0 —24 0 
0 soo fð o —s o 0 
一 24 0 0 32 0 
= as. ==... 107" i 
—12 0 0 24 6318 
60 o —50 0 0 50 O —23. 38 
—40 一 24 0 32 i 24 0 64 一 1164 
0 0 1 0; 一 47.9 11. 7kN 
© o 11.7 107. 9kN 
114.4 | 154. 4kN + m 
1 0|| 47.9 11. 7kN 
0 0||—11.7 12.1kN 
o azzi 37.1kN © m 
OE aa Ea (A, 
Fe 一 Pamoa Fe te (| 
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0 0 
0 0 
Jo s 0 
jo 6194 
0 一 176.6 
0 —508. 4 
[0 3 O —62.1 88. 3kN 
—1 0 0; 0 88.3 62. 1kN 
(o oi 132.4 | _ |132. 4kN * m 
o 1 o|]621 | | —88.3kN 
0 :—1 0 0 88.3 62. 1kN y 
L o o il us iks. pA 
M18109 š PE ANE 8. 10 所 示 。 AN 
EAD 
< N 
y SN 














1544 132. br Zh ! 中 -| 


图 8.10 M 图 (单位 :kN m) Æ 图 8.11 例 8-3 图 


x my 

(s - 3、 试用 甜 阵 位 移 法 计算 图 8. 11 所 示 析 架 的 内 力 。 F EA 相同 。 
Dl 对 各 结 点 和 单元 进行 编号 并 选 定 整 体 坐 标 系 ， 如 图 8. 11 所 示 。 在 确定 各 单元 

Mi, KINANA i, J 的 号 码 时 ， 我 们 约定 i<-j ， 这 样 就 确定 了 各 单元 局 部 坐标 系 
用 逢 隆 位 移 法 计算 析 架 的 步骤 与 出 架 完 全 一 样 。 在 析 架 中 ， 任 一 结 点 ; 只 有 丙 个 位 和 
htu, v, 和 两 个 结 点 外 力 分 量 ，、F，。 单元 刚度 抵 阵 按 起 (8 26) 计 算 ， 根 据 表 8 4 
MORR, RENEO, ©, O, ORIEK REMETRA 
m EA 


& a TE PET TET 1 0 
ki Sk Skr Ska 一 大 六 5kg Skakki | | 
l [0 0 


k} =k} =k% =k% =k} =k9 =k% =k | | 


单元 @@、@ 的 刚度 矩阵 各 子 块 为 

















ALD, OMRI 
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ki. 
= 
25 
表 8-4 各 单元 始末 端 结 点 号 码 及 几何 数据 
单元 ij ly cosa sina cosa cosasina sinzw 











名 
= 
a 
a 
` 
|= 
MD 
j= 
~ 
Cd 



































e |9| © |9] ell e eeee 
=le] =l > £ 
rj 

; 
SaS 


























单元 @、 四 的 刚度 矩阵 的 各 子 块 为 


16 —12 

: M 4EA| 25 25 
8=k&ñ=kŠ =k —— 

5l | 一 12 9 

25 25 

—16 12 

ë 4EA| 25 25 
kA =k =k=k = 

3 12 二 9 

25 25 


将 各 单 刚 子 块 对 号 和 人 座 即 形成 总 刚 ， 结 构 原 始 刚度 方程 为 
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uz 


us 


us 


























ve 


























a i Ç i 125 : 125 A 
支承 条 件 为 wr 一 一 0， 在 原始 刚度 esas awama apan, 并 
将 已 知 的 结 点 RA, 得 结构 的 同方 和 
F.,=0 34 4 0 5 a o CM 28 fe 
125 125 125 125 
48 608 —4 —48 —36 ba 
125 375 ° 3 9 O os Ws ° 
F,,=0 253 —64 48 中 
i o O īa O w æ a O 0 | 
一 4 716 48 一 36 
F, =0 
i G z Ü a æ gw è O Ó || 
_ (| EA —64 48 314 一 48 2 
aimo / l 0 本 125 Ta ° Fa 
" o o 48 236 —8 608 O — | 
Pam Ee 125 125 125 375 3 zi 
=64 —8 _ O 6 o 253 o CG 
F. =0 125 125 125 125 | us 
一 48 一 36 o 4 76 8 
F, =0 125 125 3 375 125 || 
j ò o o | o Z% 8 189 
F. =0 125 125 125 lu, 
































sung 
天 一 

解 方程 得 
uz 1:338 
vz —7. 684 
Us 2.667 
vs 一 7. 028 
u, - 2.500 
v 一 7. 684 
us 1.167 
vs 一 7.028 K 
us 3.833 SS 


ARTERS 39 Rak( -39i f &0FA2 MINON 
F9, wu) Q; YTY 2. 500 —1. 333Fp 


s" 
Š 







—7. 684 0 


0 











1, Ser —1. 333Fp 
( 0 
1. 333Fp 
0 
ie 1l2| =16 iż 
25 25 : 25 25 
FS us I 1.167 1. 333Fp 
= g 
235 25 
—16 12 
235 25 
12 = 9 
25 25 
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4 _3: 
= 5 5 
FNs soan 0 1.333F, 1.667Fp 
_ |F 5 5: 一 1. 000Fp 0 
F9, 1 4 _3||-1.333Fr| |-1.667F， 
:5 
F3, i , 1. 000Fp 0 
is 


5 


| 8.7 多 点 补充 说 明 


x 


QS 
以 上 着 重 从 原理 上 介绍 了 和 矩阵 位 移 法 ， 实际 计算 是 用 电子 计算 机 进行 的 ， 而 不 是 用 手 
算 ， 因此 还 必须 就 实际 计算 中 的 问题 做 些 补充 说 明 。 oA 


， 结 点 位 移 分 量 的 编号 (单元 定位 向 量 ) sN 


将 单 刚 子 块 对 号 入 座 即 形成 总 刚 ， 其 实 这 只 是 为 了 讨论 和 书写 的 简便 。 实 际 上 每 个 单 
刚 子 块 都 是 3X3 阶 和 矩阵 有 9 个 元 素 ( 主 面 杭 架 单元 为 2X2 阶 和 矩阵 有 4 个 元 素 )， 因 此 子 块 
对 号 入座 ， 实 际 上 上 必须 落实 到 每 个 元 素 对 号 人 座 。 单 刚 子 块 的 两 个 下 标号 码 是 由 单元 两 端 
的 结 点 编号 确定 的 ， 而 每 个 元 素 的 两 个 下 标号 码 则 应 由 单元 两 端的 结 点 位 移 分 量 的 编号 确 
定 。 因 此 ， 我 们 不 仅 要 对 结 点 进行 编号 ， 而 且 还 须 对 结 点 位 移 的 每 个 分 量 进行 编号 ， 例如 
对 图 8. 12 Br slm. “可 对 单元 、 结 点 和 结 点 位 移 分 量 编号 ， 它们 的 对 应 关系 见 表 8 -5。 
应 当 指 出 ， Aaima, L 点 外 力 分 量 的 编号 ， 因 为 两 者 是 一 一 对 
应 的 。 


下 














表 8-5 各 单元 始末 端 结 点 及 结 点 位 移 分 量 编号 








rA 始末 端 结 点 号 结 点 位 移 分 量 编号 (单元 定位 向 量 ) 

| i j u, vi Q: uj vj P; 
° 1 2 2 3 4 5 6 
© 2 3 4 5 6 7 8 9 
@ 3 4 7 8 9 10 1i 12 








有 了 结 点 位 移 分 量 的 编号 ， 单 刚 中 的 每 个 元 素 便 可 按 其 两 个 下 标号 码 送 到 总 刚 中 相应 
的 行列 位 置 上 去 。 图 8. 12 表示 单元 @ 的 单 刚 元 素 k 品 的 入 座位 置 。 一 个 平面 刚 架 的 一 般 单 
元 有 6 个 杆 端 结 点 位 移 分量 编 号 ， 依 靠 这 6 个 号 码 ， 其 单 刚 的 36 个 元 素 才能 确定 在 总 刚 
中 的 位 置 ， 因此 这 6 个 号 码 称 为 单元 定位 向 量 , 图 8.12 所 示 单 元 加 的 定位 向 量 便 
是 [4 5 6 7 8 9]7。 

当 刚 架 的 所 有 结 点 都 是 刚 结 点 时 ， 每 个 结 点 的 位 移 分 量 数 均 为 3， 此 时 通常 将 结 点 i 
的 3 个 位 移 分量 w;、v; 和 og; 依次 编号 为 3i 一 2，3i 一 1 和 3i。 这 样 ， 结 点 编号 与 其 位 移 分 
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2 3 
4 5 $ 7 $. 9 
4 
sh 
结 点 编号 1 2 3 4 kO- 6 
si N N -RING rj 
结 点 位 移 分 量 编号 1 2 3456789101112 J. 
| | i 
a 
Y 
Z< IS 
T] um SS 
OO N S 















































图 8. 12 IRAS 
量 编号 之 间 便 有 了 简单 的 对 应 关系 ， ft 但 当 刚 架 上 还 有 铵 结 点 时 ， 
情况 就 要 复杂 些 。 NN 
2， 总 刚 的 带宽 与 存储 方 友 了 7 AR 
由 前 述 可 知 ， 结 构 本 S aF am HR 20. mas 省 构 ， 这 
一 现象 尤为 明显 。 这 种 具 KEPIKIRAN 矩阵。 同时 ， 总 刚 中 的 非 零 元 素 通 
党 集中 在 主 对 角 线 附 过 的 全 带 形 区 域内 ， 称 为 带 状 算 阵 ， 如 图 8. 13 所 示 。 在 带 状 矩阵 中 ， 


每 行 ( 列 ) 从 守 角 线 元 素 起 至 该 行 ( 列 ) 最 外 个 非 堆 元素 止 所 包含 的 元 素 个 数 ， 称 为 该 行 
( 列 ) 的 带宽 。 由 总 刚 的 形成 规律 可 以 得 知 : 


某 行 ( 列 ) 带 宽 = 该 行 ( 列 ) 结 点 位 移 分 量 号 一 最 小 相关 结 点 位 移 分 量 号 十 1 (8-47) 
所 有 各 行 ( 列 ) 带 宽 中 的 最 大 值 ， 称 为 矩阵 的 最 大 带宽 。 由 上 述说 明 可 推 知 : 
最 大 带宽 一 相 关 结 点 位 移 分量 号 的 最 大 差 值 十 1 (8-48) 


当 平面 刚 架 所 有 结 点 均 为 刚 结 点 ， 且 结 点 编号 与 位 移 分 量 编号 之 间 具 有 前 述 简单 对 应 
关系 时 ， 又 有 











最 大 带宽 = (相关 结 点 编号 的 最 大 差 值 二 1) X3 (8-49) 

在 电 算 中 ,可 以 将 总 刚 的 全 部 元 素 都 存储 起 来 ， 这 称 为 满 阵 存储 。 但 为 了 节省 存储 单 

元 ， 对 于 对 称 带 状 和 矩阵， 可 以 只 存储 其 下 半 带 (或 上 半 带 ?在 最 大 带宽 内 的 元 素 ， 这 称 为 等 

带宽 存储 。 显 然 ， 最 大 带宽 越 大 ， 存 储量 也 越 大 。 因 此 ， 对 结 点 编号 时 ， 应 该 力求 使 相关 

结 点 编号 的 最 大 差 值 为 最 小 。 例 如 图 8. 14(a) 、(b) 所 示 的 两 种 编号 方式 ， 显 然后 者 的 最 大 
带宽 小 于 前 者 。 























FE EBE 





最 大 带宽 
图 8.13 带 状 矩阵 图 8.14 两 种 编号 


为 了 进一步 节省 存储 量 ， 还 可 以 采用 变 带宽 存储 ， 即 对 于 对 称 带 状 矩阵 ， 每 行 ( 列 ) 均 
只 存储 其 下 半 带 (或 上 半 带 ) 在 该 行 ( 列 ) 带 宽 内 的 元 素 。 这 时 对 结 点 编号 应 该 力求 使 各 行 
( 列 ) 带 宽 之 总 和 为 最 小 。 对 于 图 8. 14 的 两 种 编号 方式 仍然 是 (b) 优 于 (a)。 可 见 对 于 箱 
形 刚 架 ,应 先 沿 短 边 ( 结 点 数目 少 的 边 ) 方 向 顺 次 编号 

3. 关于 支承 条 件 的 引入 NAV 

前 面 所 讲 引入 支承 条 件 修改 原始 刚度 方程 的 方法 ， 是 除去 与 已 知 零 位 移 相 应 的 行 和 
列 。 这 样 矩阵 的 阶 数 虽然 降低 (对 手 算 是 简便 些 )， 但 总 刚 原来 的 行列 编号 亦 将 改变 ， 这 对 





电 算是 不 方便 的 。 因 此 ， 实 用 中 常 采用 “ 乘 大 数 法 ”“ 置 天 数 法 ”或 “ 划 零 置 一 法 ”来 引 
入 支承 条 件 ， 下 面 介绍 后 两 种 方法 、 Wx 六 

D 置 大 数 法 > 

设 结构 的 原始 刚度 方程 按 元 素 表示 的 ) 为 、 





|F.) [Ku KQ 0 = Kun) fò 
F: Ka Ko 0 Ka, | |ò. 

JE 3 E 36 ME pe 
F; 0 0 = 1 = 01 


F, Ka Ka w Q ¿aao K 18; 


设 某 一 结 点 位 移 分 量 ó, 等 于 已 知 值 C; (包括 C, 等 于 零 ) ， 则 将 总 刚 中 的 主 元 素 蔡 换 为 

一 个 充分 大 的 数 N (例如 10” 或 更 大 ， 以 不 使 计算 机 产生 溢出 为 原则 )， 同 时 将 外 力 列 向 量 
中 的 对 应 分 量 F, 换 为 NC;， 这 样式 (8 -50) 的 第 j 个 方程 成 为 

NC)=Kn ++K; * 0, He N0, + +K, + 9, 8-51 


式 中 ,与 包含 N 的 两 项 相 比 ， 其 余 各 项 都 充分 小 ， 故 由 上 式 将 足够 精确 地 解 出 6; 二 Cj。 
这 样 就 引入 了 给 定 的 支承 条 件 ， 同 时 保持 了 原 方程 组 各 和 矩阵 的 阶 数 和 编号 不 变 。 

2) 划 零 置 一 法 

PË ó, 一 Ci (包括 C; 一 0)， 则 将 总 刚 中 的 主 元 素 Kj; 换 为 1, 第 j 行 和 第 j 列 的 其 他 元 
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一 、 
⁄ ` 


sans 


素 均 改 为 0， 同 时 将 外 力 列 向 量 中 的 F, 改 为 C;， 其 余 分 量 F; 改 为 Fi; 一 K;C; (这 实际 上 
就 是 把 已 知 位 移 分 量 C 乘 第 7 列 各 副 元 素 ， 然 后 将 其 移 项 至 方程 左 边 外 力 列 向 量 相应 的 行 
中 去 )。 这 样 ， 修 改 后 的 方程 组 成 为 








Fi-KyC)] [Ku Ke = 0 = Ku 

F,—K,C,| |Ka Ka = 0 
jJj # £ $o š Pan 

i 0 0 . 1 °“ 0 

F,—K,C | (Ka K, = 0 = KJ 

, K 

P ZR 

其 中 第 个 方程 为 A 


C,=0 * ó, +0 * 8+ +18 `: Š, 


即 为 给 定 的 支承 条 件 6; =C. 而 其 余 方程 并 未 改变 ， 只 是 做 了 移 项 调整 这 是 为 了 保持 
总 刚 的 对 称 性 。 显 然 ， 此 法 不 如 “年 大 数 法 "简便 但 这 是 一 个 精确 方法 。 


4. 镜 接 点 的 处 理 < K> 


RIA h r 28 saf. RE 不 把 铵 接 端的 转角 作为 
基本 未 知 量 ， 当然 这 就 要 引用 具有 镑 接 端的 单元 刚度 舌 阵 ?网 习题 8 - 1). 另 一 种 处 理 方 
法 是 将 各 匀 接 端的 转角 均 作 为 基本 未 知 量 求解 ， 这 样 虽然 增加 了 未 知 量 的 数目 ， 但 所 有 
杆 件 都 采用 前 述 一 般 单元 的 刚度 矩阵 ， 因而 音 元 类 型 统一 ， 程序 简单 ， 通 用 性 强 。 当 采 
取 后 一 种 外 理 方法 时 -由 于 在 匀 结 点 处 ， t 0986 f & 128. MBE OS R NRE 0 
知 量 便 不 止 一 个 Mk e at 24, 结 点 位 移 耸 量 进行 编号 时 ， 需 注意 增设 铵 接点 处 的 角 位 移 
编号 。 54 

例如 图 8. 150 MARRIR, BEREA 50 fa KL. Ba YENY Ah 5 249 y Ht 
编号 ， 如 图 8. 15(a) 及 表 8 -6(a) 所 示 ， 注 意 其 中 单元 @ 的 2 端 转角 编号 为 6， 而 单元 加 的 
2 端 转角 编号 为 7。 此 时 结 点 位 移 分 量 编号 与 结 点 编号 之 间 已 不 再 具有 前 面 讲 的 3i 一 2、 
3i— 1, 3i 的 简单 对 应 关系 。 如 和 欲 仍 保持 这 种 关系 ， 则 可 采取 图 8. 15(b) 及 表 8 -6(b) 所 示 
的 另 一 种 编号 方式 ， 即 将 增加 的 转角 未 知 量 ( 这 里 为 单元 @@ 的 2 端 转角 ) 最 后 编号 。 但 这 样 
可 能 使 得 总 刚 中 某 些 行 ( 列 ) 的 带宽 变 得 很 大 ， 因 而 宜 采 用 变 带 宽 存储 。 


© 3(8,9.10) © 3 (7,8,9) 














a) (b) 
图 8.15 匀 结 点 的 处 理 
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TRE 矩 阵 位 移 法 





表 8-6(a) 编号 方式 一 





























Ë= 始末 端 结 点 号 结 点 位 移 分 量 编号 (单元 定位 向 量 ) 
i j u; vi Q: uj v P; 
° 1 2 1 2 3 4 5 6 
@ 2 3 4 5 7 8 9 10 
@ 3 4 8 9 10 12 13 

表 8-6(b) 编号 方式 二 

Z 始末 端 结 点 号 结 点 位 移 分 量 编号 (单元 定位 向 量 ) 
和 £ j: u, v v P; 
© 1 2 1 £ 5 6 
@ 2 3 4 5 . < 8 9 
@ 3 4 7 8 , XÈ J 1 11 12 


NGN 





RIR A EEA ET IRE “EARR? IA 
HAEE. jx SK E TE 225 Ka b H Dk Hs A 的 数量 去 把 每 个 t 
接 端 都 作为 一 个 结 点 ， 而 令 它们 的 线 位 移 相 等 ， 角 位 移 
则 各 自 独立 。 例 如 在 上 例 中 ， OS N At í 分 居于 单元 〇 ,和 
和 加 的 两 个 结 点 2 和 3， 如 图 :8 WAR, 它们 各 有 AQ š 
位 移 分 量 u, vo, gz 2 DN pss È a usa 图 8.16 转角 未 知 量 编号 

u{=u) Tv: =v: _ `S r 
这 里 ws v 称 为 “ 主 位 移 ”， us, vs WERA “从 位 移 ”。 将 此 主 从 关系 作为 数据 输入 计算 
机 ， 处 理 时 将 使 从 位 移 的 未 知 量 编号 等 :于 对 应 主 位 移 的 编号 ， 于 是 各 独立 未 知 量 的 编号 如 
图 8. 16 括号 中 所 示 ， 它 们 仍 与 图 8. 15(a) 相 同 。 

除 贸 结 点 外 ， 主 从 关系 还 可 以 用 来 处 理 单元 间 和 结 点 间 的 其 他 各 种 约束 条 件 ， 效 不 
著述 。 应 该 指出 ,不 论 用 什么 方法 处 理 贸 结 点 ,相应 的 计算 机 程序 都 比 无 贸 结 点 时 
复杂 。 

5， 先 处 理 支 承 条 件 及 忽略 轴 向 变形 影响 


前 面 介 绍 的 矩阵 位 移 法 .是 把 包括 支 座 在 内 的 全 部 结 点 位 移 分 量 都 先 看 作 是 未 知 量 而 
依次 编号 ， 每 一 单 刚 的 所 有 元 素 都 对 号 入 座 以 形成 总 刚 ， 然后 再 处 理 支承 条 件 ， 这 种 方法 
称 为 后 处 理 法 。 后 处 理 法 的 优点 是 程序 简单 ， 适 应 性 广 ( 非 杆 件 结构 的 有 限 元 法 亦 广泛 采 
用 此 法 ), 但 这 样 形成 的 总 刚 阶 数 较 高 ， 占 用 存储 量 大 。 如 果 先 考虑 支承 条 件 ， 则 可 将 已 
知 的 结 点 位 移 分 量 编号 均 用 0 表示 ， 如 图 8. 17 所 示 ( 插 号 内 依次 为 结 点 水 平 、 竖 向 位 移 和 
角 位 移 的 编号 ) 。 单 刚 中 凡 与 0 对 应 的 行 和 列 的 元 素 均 不 送 入 总 刚 ， 这 样 便 可 直接 形成 缩 
减 的 总 刚 ， 这 种 方法 称 为 先 处 理 法 其 具体 计算 可 参阅 相关 教材 ， 在 此 从 略 。 

此 外 ,用 和 矩阵 位 移 法 计算 刚 架 时 ， 亦 可 忽略 轴 向 变形 影响 。 由 于 不 计 轴 向 变形 ,各 结 
点 线 位 移 不 再 全 部 独立 ,因而 只 对 其 独立 的 结 点 线 位 移 予 以 编号 ， 凡 结 点 线 位移 分 量 相等 
者 编号 亦 相 同 ， 如 图 8.18 所 示 。 但 当 有 和 斜 杆 等 情况 时 ,这 样 处 理 并 不 方便 。 忽 略 轴 向 变 
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形 的 另 一 个 方便 的 办 法 是 采用 前 面 讲 的 一 般 方法 ( 即 每 个 结 点 位 移 分 量 均 作 为 独立 未 知 量 
求解 )， 但 将 杆 件 的 截面 面积 A 输 为 很 大 的 数 (例如 比 实际 面积 大 100 或 1000 倍 ) ， 即 可 得 
到 满意 的 结果 。 





(1,0,2) 
z 





(10.3) 
© © 
1 | (0,0,0) 4| (0,0,0) 
图 8.17 先 处 理 法 图 8.18 忽略 轴 向 变形 


YA 
KA 
“ 





本 章 小 "AR — 


N 


Kamak ranaqa kaaqenusik, 包括 单元 刚度 矩阵 的 确定 、 单 元 
刚度 矩阵 的 坐标 转换 、 aa SS 约束 条 件 的 处 理 、 结 点 荷载 列 阵 的 建立 以 及 
矩阵 位 移 法 的 计算 步骤 等 。 2 

en 





Y mB 考题 





8.1 AES P AE F 

8.2 ”什么 是 做 单元 刚度 矩阵 ”其 每 一 元 素 的 物理 意义 是 什么 ? 

8.3 “结构 的 总 刚度 方程 的 物理 意义 是 什么 ? 总 刚度 矩阵 的 形成 有 何 规 律 ? 其 每 一 
意 的 物理 意义 是 什么 ? 

8.4 ”能 否 用 结构 的 原始 刚度 方程 求解 结 点 位 移 ? 

8.5 “什么 叫做 等 效 结 点 荷载 ?如 何 求解 ?“ 等 效 ”是 指 什么 效果 相等 ? 

8.6 ”能 香 用 称 阵 位 移 法 (以 及 传统 位 移 法 ) 计 算 静 定 结构 ? 它 与 计算 超 更 定 结构 有 何 
不 同 ? 











Hl 

















习 题 
8-1 单项 选择 题 
(1) 平面 杆 件 结构 用 后 处 理 法 建立 的 原始 刚度 方程 组 ( ) 
A. 可 求 得 全 部 结 点 位 移 B. 可 求 得 可 动 结 点 位 移 
C. 可 求 得 支 座 结 点 位 移 D. 无 法 求 得 结 点 位 移 
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(2) 单元 刚度 方程 所 表示 的 是 ( ) 这 两 组 物理 量 之 间 的 关系 。 

A. 杆 端 位 移 与 结 点 位 移 B. 杆 端 力 与 结 点 荷载 

C. 结 点 荷载 与 结 点 位 移 D. 杆 端 力 与 杆 端 位 移 

G) 已 知 某 单 元 定位 向 量 为 [0 3 5 6 7 8] "， 则 单元 刚度 系数 ks, 应 倒 加 到 整 
体 刚度 矩阵 的 ( ) 中 去 ， 

A. ks B. kss C. kos D. kss 


= [ka] ke] PERSEE 
(4) 将 单元 刚度 矩阵 分 块 [k ] = ， 下 列 论述 错误 的 是 ( Jie 


[ka] [ke] 
A. [kn] 和 [ka] ERKE 
B. [ke] 和 [ka] PERKE E 











C. [kn] = [ke] z 
D. ku] = [Cea] KA 
8-2 填空 题 < 


(1) 图 8.19 所 示 连 续 梁 ，! 一 6m， 2 一 10kN/m， gietan, 等 效 结 点 荷载 列 阵 
元 素 中 Fn 一 ，Fn 一 URE 
(2) 如 图 8.20 所 示 ， 忽 略 轴 向 变形 ， 大 单元 的 定位 和 是 
(3) 如 图 8.21 所 示 ， 忽 略 轴 向 变形 、 1 用 先 处 理 法 ， 结构 的 整体 刚度 矩阵 的 阶 数 
SÄ N 





是 








R~ 图 8. 19 习题 8$-2(1) 图 


< 
全】 





图 8.20 习题 8 -2(2) 图 图 8.21 习题 8 -2(3) 图 


8-3 求 图 8.22 所 示 结 构 各 单元 的 整体 刚度 矩阵 ， 已 知 杆 长 5m, A=0. 5m, I= 
1/24m', E=3X104MPa, 

8-4 试 以 子 块 形式 写 出 图 8.23 所 示 刚 架 原始 总 刚 的 下 列子 块 : K. Ksa. 
Ks, Kx. 
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图 8.22 习题 8-3 图 图 8.23 习题 8-4 图 


8-5 图 8.24 BUORMDEAE E. I. A 相同 ， 且 A= oy 试用 矩阵 位 移 法 求 其 内 


力 ， 并 与 忽略 轴 向 变形 影响 的 名 针 果 (可 用 力 直 分 配 法 ) 进行 比较 (提示 ， 为 了 计算 方便 ， 


暂 设 E=1 二 L 二 gq 一 1， 待 计算 出 结 点 线 位移 、 角 位 移 ; rams, 弯 矩 后 pooni 














Yi E) E 1 
-|-- | 
图 8.24 习题 8-5 图 图 8.25 习题 8-6 图 
8-7 试用 矩阵 位 移 法 计算 图 8.26 所 示 术 架 各 杆 的 内 力 。 已 知 单元 上 中、 加 的 截面 积 


为 A， 单元 加 的 截面 积 为 2A4， 各 杆 EE 相同 。 
8-8 图 8.27 RHIA EA 相同 ,试用 矩阵 位 移 法 计算 其 内 力 。 








图 8.26 习题 8-7 图 图 8.27 习题 8-8 图 
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